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2. Szamsorozatok

2.1. A sorozat fogalma, megadasa és abrazolasa

2.1. Definicié. Azokat az f : N — R walds fiigguényeket, melyek minden n természetes
szamhoz eqy a, valos szdmot rendelnek hozzd, végtelen szamsorozatoknak, roviden soroza-
toknak nevezzik. a, a sorozat n-edik eleme (vagy tagja), amelyet szokds a sorozat dltaldnos
elemének is nevezni. Magdt a sorozatot {ay,}-nel jeldljiik.

2.1.1. Sorozatok megadasa

A sorozatoknak végtelen sok eleme van és ezeket kiilonféle médon adhatjuk meg.
I. A sorozatot megadhatjuk az dltaldnos elem képletével, vagyis az n véaltozé fliggvényeként
felirt képlettel, formuldval.

2.1. Példa. ) Ha a,, = n az altalanos elem, akkor a sorozat elemei 1,2,3,4,5, ... és ez
a természetes szamok sorozata.

b) Amennyiben a, = 2" az altaldnos elem képlete, akkor a sorozat elemei 2,4, 8,16, 32, ...
és most a 2 hatvanyainak sorozatat kapjuk.

1 i A N B | , , ,
¢) a, = — esetén a sorozat elemei 1, =, =, — R és ez a harmonikus sorozat, mely nevét
n

arrdl kapta, hogy a méasodik elemtél kezdve a sorozat minden eleme a két szomszédos
elem harmonikus kozepe, vagyis érvényes, hogy

1 1 1 1
— == + , n>2.
Qanp, 2 ap—1 Ap+1

I1. A sorozatot megadhatjuk rekurziv modon. Ez azt jelenti, hogy néhany elemet megadunk,
a tovabbi elemeket pedig az elottiik 1évok segitségével definialjuk.

2.2. Példa. a) Legyen a; =1 és a,, = 2a,,_1, ha n > 2. Ekkor
as =2a1 =2, az=2ay,=4, a4=2a3=28, as=2a3=16,

és igy tovabb. A sorozat elemei 1,2,4,8,16,....

b) Legyen a; = 0 és a,, = 2a,,_1 + 1, ha n > 2. Ekkor
as=2a1+1=1, a3=2a,+1=3, ays=2a3+1=7, as5=2a4+1=15,

és igy tovabb. A sorozat elemei 0,1,3,7,15,....

c) Legyen a1 =0, as = 1 és a,, = a,_1 + 2a,_2, ha n > 3. Ekkor
a3 =as+2a1 =1, a4 =as+2ay =3, a5 = a4+ 2a3 =27,

és igy tovabb. A sorozat elemei ebben az esetben 0,1,1,3,5,....
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Ilyen modon kiszamithaté a sorozat barmelyik eleme, de ahhoz, hogy meghatarozzuk
a rekurziv modon megadott sorozat 1000. elemét, ki kell szdmitani mind a 999 el6z6
elemet is. Bizonyos esetekben a rekurziv képletekkel megadott sorozatok altalanos eleme
is meghatarozhato, de errdl az eljarasrol a késébbiekben lesz sz6.

I11. Szamsorozatot megadhatunk utasitdssal, leirdssal is.

2.3. Példa. a) Legyen {a,} a primszdmok sorozata, azaz 2,3,5,7,11,13,17,... és igy
tovabb. Nem létezik sem explicit, sem rekurziv formula, amely megadna az n.
primszamot, de a sorozat ezzel az utasitassal mégis egyértelmiien meghatarozott.

b) Legyen {a,} az a sorozatot, amelynek elemei sorban a v/2 végtelen tizedestort alaki
felirasanak egy-, két-, haromszamjegyt, stb. racionalis kozelitései. A sorozat elemei
1,1.4,1.41,1.414,1.4142, . ... Ha az ezredik szamjegyet kérdeznénk, tudjuk, hogy az
egyértelmiien meg van hatarozva, de megadnasa sok munkat igényelne.

Megjegyzés: A szamsorozatokat szokas megadni az elsé néhany elem felsorolasaval is, de
ez a definidlas nem mindig egyértelmii, ezért ha lehet keriiljiik ezt a megadasi modot.

2.4. Példa. Tekintsiik az 1,16,81,256,... szamsorozatot, amelyet az elsé négy elem
segitségével frtunk fel. A felsorolt elemek alapjan a sorozat altalanos eleme egyrészt
lehetne a,, = n*, de ugyanakkor b, = 10n® — 35n% 4+ 50n — 24 is. A megfelelé sorozatok
otodik, hatodik elemei viszont mar nem egyeznek meg.

n|l 23] 4 ) 6
a, | 116 | 81 | 256 | 625 | 1296
b, | 1|16 | 81 | 256 | 601 | 1176

2.1.2. Sorozatok abrazolasa

Az {a,} sorozatot dbrazolhatjuk a szdmegyenesen a sorozat elemeihez rendelt pontokkal:
ai,as,as, ..., vagy mint olyan fliggvényt a valés szamsikban, melynek értelmezési tar-
tomanyat a természetes szamok alkotjak, grafikonja pedig az (1,a1), (2,a2), (3,as), ...
diszkrét pontok halmaza.

an
A
] e .
|
0 |
——e—e® —e —e —e—» a, Al - - - - _ _ _ _ _ _ _ _ __

1 2 3 4 5 o4 N |
| |
| |
2.5. Példa. Az a, = n szamsorozat 3 -~~~ ---~--- . ! !
7z ’ 7z ’ e e Ve 7’ I I I
szamegyenesen valo abrazoldsa és sikban vald \ \ |
abrdzolasa is j6 képet ad a szdmsorozatnak 2f - - - - - - - . | | |
megfelel6 pontok elhelyezkedésérdl. | | | |
| | | |
1--- 4.\ | | | |
| | | | |
| | | | |

I I I I I > n
1 2 3 4 5
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2.6. Példa. Az a; = 0, ay = 1 kezdeti ele-
mekkel és az a,, = a,—1 + 2a,_s rekurziv
képlettel megadott szamsorozat esetében
a; = a3 = 1, és ez a szamegyenesen
azt jelenti, hogy az 1-ben két pont van
egymas tetején, de ezt nem tudjuk érzékelni.
A szamsikon valé abrazolas kikiiszoboli ezt
a problémét, hiszen ott két kiilonbozo
pontként jelenik meg (2, aq) és (3, a3).

-2 1 2

2.7. Példa. Az a; = 1, as = 0 kezdeti ele-
mekkel és az a,, = a,,_1 — 2a,,_o rekurziv for-
mulaval megadott szamsorozat esetében sem
deriil ki a szdmegyenesen, hogy a3 = a4, ha-
csak nem irjuk oda minden ponthoz, hogy a
szamsorozat melyik elemének felel meg. A
szamegyenesen valdé abrazolas azt sem teszi
lehetové, hogy képet kapjunk arrél, hogy
melyik pont felel meg az elsé elemnek, melyik

a masodiknak, és igy tovabb. Mint latjuk, -2

a sikban val6 abrazolds megoldja ezeket a
problémakat.

FELADATOK.

Hatérozzuk meg az {a,} sorozat elsé k elemét.

n—2
1. a, =
“ 2n

Megoldas.

k=8

1-2 1 22

G=s— =5, a=——=0,

2-1 2’ 2.2

5-2 3 C6-2 1
BT T 100 ®T 26 3

[k 4
[ \CJ) S —

Y

N &
0
o — — — — — D
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1—-3n
n — 7k:6
¢ on +1
Megoldas.
o 1=-3-1 1 o 1-3-2 5 o 1-3-3 1
M 1+ 3 75241 10 ®T 5341 2
1-3-4 11 1-3-5 7 1-3-6 17
ay = =——, a5= =——, ag= =——...
T 5441 210 P 5541 13 °T 5641 31
n+13
ca, =2+ (-1)"""—= k=6
n
Megoldas.
3 3 1 3
=2+ (—1)?% == =24 (=132 == =2+ (=1 = =
a +()15,a2 +()22,a3 +()33,
3 5 13 3 3
=2+ (-1 - > == =2+ (-1 2 == =2+ (=1)"- =2
aq +< ) 4 4’ as +( ) 5 5 Gg +( ) 6 9’
1 —
ca =14 () k=4
Megoldas.
0 -1 3
a1:1+(—1)0~F:1, a2:1—|—(—1)1-?:§,
-2 2 -3 9
— J— 2._—_ f— J— 3._—_
.an:cos(n+1)g,k:8
Megoldas.
3 5
ap =cosm = —1, a2:cos§:0, az = cos2m =1, a4:cos—7T:0,
7 9
as = cos3m = —1, aﬁzcosgz(), a7 = cosdm =1, agzcosgz(),...
nmw
. ap=sin—, k=28
a sm2
Megoldas.
LT : . 3T .
alzsm§:1, as =sinm = 0, a3:sm7:—1, ay = sin 2w = 0,
5 7
a5:Sin§:1, ag = sindm = 0, mzsin%z—l, ag =sindr =0,...
-%Z{}z’ npz%ratlan; k=S8
5, T paros.

Megoldas. a1 =1, a3 =1, a3=1, a4, =2,a5=1,a6 =3, a7 =1,a3 =4, ...
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nt1 . )
Ctn:{ Ine 2, n paratlan; k=8

n ’
eme, 7 PAaros.

Megoldas. a1 =1,as =1, a3 =2, a4 =2,a5=3,a6 =3, ay =4, a3 =4, ...

1 1 1
9. a,=1+-+-+---+— k=4
n

23
Megoldas.
X R Ll 1o A
a; = a = —==, a3= —+-=—, a4= o=
A T L R T - TR D
10. a, = =TI g
n
) 1+2 1424344 14
Megoldas. a; = e + 1 =4, a2:T+1:Z’
1243444546 10
3= 32 =3

11. ay = -1, apy1 = —5—4a,, k=5

Megoldas. a1 = —1,a, = -1, a3 =—1, a4 = —1, a5 = —1, ...

2
)
12. a1:47an+1:an; 7]{}:5
7 23 283 54003
Megoldas. a1 =4, ay = 5, a3 = —, a4 = o, @5 = o0y -
egoldas. a, y Q2 2,a3 8,@4 128,&5 32768’

—1)"
13. a1:0,an+1:an+(2n) ,k:5
1 1 3 7
Megoldas. a; =0, as; = 5 as = > Ay = 5,05 = 7=, ...
14. a1 =1, ay = 3, apy2 = 2ap41 + Dy, k=5

Megoldés. ay = 1, a9 = 3, as = 1]_, ay = 37, as = 129, c.

15. al—l,a2—2, an+2—(—1)"-—1 n,k—5
M 1da =1 =2 = — = ——1 = —
egoldaas. a a a a a
g 1 ; W2 , W3 27 4 17 5 87

2.2. Korlatos és monoton sorozatok
Mivel a sorozatok is fliggvények, ezért természetes, hogy vizsgaljuk a fiiggvényekre jellemzo

tulajdonsagokat. Két ilyen fontos tulajdonsag a korlatossag és monotonitas.

2.2. Definicié. Az {a,} sorozatot felilrdl (alulrol) korlatosnak nevezzik, ha megadhato
olyan K (k) szam, amelynél a sorozatnak nincs nagyobb (kisebb) eleme, azaz

a, <K, n=12,... (a,>k n=12..).
A sorozatot korlatosnak mondjuk, ha felilrdl és alulrdl is korlatos, azaz ha minden n-re
k<a, < K.

Az ilyen k szamot also korldtnak, a K szamot pedig felso korlatnak nevezziik.
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A definiciobdl kovetkezik, hogy ha létezik egy fels6 (alsd) korlat, akkor végtelen sok felsé
(alsé) korlat is van. A valds szamok teljességi axiomajabol kovetkezik, hogy a fels6 korlatok
kozott van legkisebb és az also korlatok koézott van legnagyobb.

2.3. Definicié. Felulrdl korldtos sorozat legkisebb felso korlatjat a sorozat felsé hatdrd-
nak vagy szuprémumanak; alulrol korlatos sorozat legnagyobb also korlatjat a sorozat also
hatdrdnak vagy infimumdnak nevezzik. Jelolésik: sup{a,}, illetve inf{a,}.

A fentiek szerint feliilrél (alulrél) korlatos sorozatnak van felsé (alsé) hatara. Korlatos
sorozatnak van felsé és alsé hatara is. A sorozat felsé (alsd) hatdra nem feltétleniil eleme
a sorozatnak.

a,
2.8. Példa. Az a,, = n — 3 sorozat 2‘5 ,,,,,,,,,,,,,,,,,, .
alulrél korldtos, mert n — 3 > —2, igy
egy alsé korlatja k£ = —2. Feliilrdl

1 - === - === ===~ -

|
nem korlatos a sorozat, mert barmely ! :
K szamot is vessziik, van a sorozat- | |
nak olyan eleme, mely K-nal nagyobb, f——k—jg——*—‘—‘—> n
ugyanis a, > K, han > K+ 3. A + 3 4 >
grafikon szempontjabdl ez azt jelenti,

_1 fffffff -9
hogy a szamsorozat pontjai vagy az :
y = —2 egyenesen vannak vagy pedig !
az y = —2 egyenes felett. c ° y=—-2
ap, =n—3
) an+1
2.9. Példa. Az a, = (—1) a,
n
sorozat korlatos, mert A y=2
s = (-1 7 ittty ’
n] = n | S - - -~ T T T T T *
| |
| |
1 1
S i o<1 =2 N S
oo "o 1 2 3 45
tehat —2 < a, < 2 minden n-re, | | i
vagyis a sorozat egy alsé korldtja el - L S ;
k = —2, egy fels¢ korldtja pedig R .
K = 2. A szdmsorozat pontjai az 5 ;
y = —2és az y = 2 egyenesek kozott nal =2
helyezkednek el, legfeljebb magukon a, = (—1)" -
az egyeneseken vannak rajta.
2.10. Példa. Az a, = (—1)"n sorozat sem alulrél, sem feliilr6l nem korlatos, mert

la,| > K, han > K. Ez egy oszcilldll6 sorozat, amelynél n novekedésével a megfelel a,
értékek abszolut értékben mind nagyobbak és nagyobbak, s igy a nekik megfelel6é pontok
mind tavolabb és tavolabb vannak az x-tengelytol.
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2.4. Definicié. Az {a,} sorozat szigorian monoton novekvd (csokkend), ha
ap < apy1 (@ > ape1) minden n € N esetén.

Az {a,} sorozat monoton nemcsokkend (nemnivekvd), ha
ay < apr1 (@ > any1) minden n € N esetén.

Ezen tulajdonsdgok valamelyikével rendelkez6 sorozatot monoton sorozatnak nevezziik.

2.11. Példa. Az a, = sorozat szigoruan monoton novekvo, mivel

n—1 n (n—1)(n+1) —n?
Ay — Api1 = — =
i n n+1 n(n+1)

n?—1-n? -1
= = <0,
n(n+1) n(n+1)

azaz a, < a,.1 minden n természetes szam esetén.
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. an
Az a, = n- sorozat 1
1s8 néhs ? ZTZ=ZzZ=zZzZ=zZzZzZz=zZg=="¢ ~ -~ ®
elso néhany eleme o5k - = f T : :
0 1234 - 1 * : : > n
) 27 37 4’ 57 R 1 2 3 4 5
n—1
an, =
n
2.12. Példa. Az a,, = — (pozitiv elemii) sorozat szigorian monoton csékkend, mivel
n

1
.2 1 1
¢ T L R
n

1
Al et "

azaz a, > an.+1 minden n természetes szam esetén.

an
1
Az a, = — sorozat elsd
oy n 1 -~ -
néhany eleme !
05F - --'--- -
1111 i i i S, S o _ _ _o
1,=,=,=,=,.... : : : : * > n
) 27 37 4’ 57 1 2 3 4 5
1
ap, = —
n

2.13. Példa. Az a,, = (—1)" sorozat nem monoton sorozat, hiszen az
Uy — Gpyr = (—1)" = (=) = (=1)"+ (-1)" =2 (=1)"

kifejezés nem &llando eldjelii. Mivel a sorozat elemei valtakozva negativak és pozitivak,
ezért azt mondjuk ra, hogy oszcillalo, els6 néhény eleme pedig

_1717_1717 17
an
1 -- - - - *
| |
| |
! : ! * % > n
1 2 3 4 5
| | |
I b 4

a, = (—1)"

Vegyiik észre, hogy ha az a, = (—1)" szamsorozatot szdmegyenesen abrazoltuk volna,
akkor csak két pont lenne a grafikonon, a —1-nél és az 1-nél. Mindketto esetében viszont
végtelen sok pont lenne egymas tetején, csak az egyenesen ezt nem lehet érzékeltetni.
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FELADATOK.

Vizsgaljuk ki a kovetkezod sorozatok monotonitasat és korlatossagat.

1

1. a,=1+4+—
n

Megoldas. Vizsgaljuk ki a sorozat monotonitasat. E célbdl két szomszédos elem
kiilonbségének eléjelét kell meghatarozni.

14 1 1+1 1 1 n—n-1 —1 <0
ap — Qp = - - | = - — = = .
i n+1 n n+l1 n nn+1) nn+1)

Mivel a,,+1 — a, < 0 minden n € N esetén, ezért a,,.1 < a, érvényes minden n € N
esetén, vagyis a sorozat szigoruan monoton csokkeno.

Mivel a sorozat szigorian monoton csokkend, ezért az els6 elem a; = 2 egyben a
sorozat legkisebb felso korlatja is, azaz K = 2 esetén a,, < K minden n € N esetén.

1
Mivel — > 0 minden n € N esetén, ezért a, = 1 4+ — > 1 minden n € N esetén,

n n
ezért a sorozat egy alsé korlatja lehet £ = 1. A sorozat tehat korlatos és minden n
természetes szamra

l1<a, <2.

.a,=2—-n

Megoldas. A monotonitasi tulajdonsadg meghatarozasahoz vizsgaljuk most ki az
any1 — G, kilonbség eléjelét. Mivel

py1—ap=2—(n+1)—(2-n)=2—-n—-1-24+n=-1<0,

ezért a,,1 < a, minden n természetes szamra, tehat a sorozat szigorian monoton
csokkeno. fgy a sorozat feliilrél korlatos, egy fels6 korlatja K = ay = 1. Ha k
alsé korlatja lenne, akkor erre k& < 2 — n kellene, hogy teljesiiljon, viszont ez csak
n < 2 — k indexekre lenne igaz, nem pedig minden n természetes szamra. Most
ugyanis minél nagyobb n, annal kisebb a,, = 2 — n, tehat a sorozat alulrél nem
korlatos.

cap=n+1

Megoldas. A monotonitast az a, 1 — a, kiillonbség el6jelébdl allapitjuk meg. Mivel
i1 —an=M+1)2+1-0*+1)=n*+2n+1-n*—-1=2n>0

minden n természetes szamra, igy a,y1 > a, minden n természetes szamra, tehét
a sorozat szigortian monoton névekvo. A sorozat elso eleme egyben a sorozat egy
alsé korldtja is, tehat k = a; = 2. Ha létezne olyan K szdm, amelyre n? +1 < K,
akkor ez a tulajdonsag csak az n < v/ K + 1 index{i elemekre lenne igaz, tehdt a
sorozat feliilrél nem korlatos. Valéban, ez egy olyan sorozat, hogy egyre nagyobb
n természetes szamok esetén a, = n? + 1 még gyorsabban né. A sorozat tehdt
szigorian monoton névekvo és alulrél korlatos.
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4.

. Ay =

- n—2
= o
Megoldas. Vizsgaljuk ki az a, 1 — a, kiilonbséget.

n+1—-2 n-—2 n—1 n—2 nn-—1)—(n—-2)(n+1)
an+1_an: - - - - =

2(n+1) 2n 2(n+1) 2n 2n(n+1)
nP-n—-n*+2n—-n+2 1 -
B 2n(n + 1) n(n+1) ’

ezért any1 > a, minden n természetes szamra, tehat a sorozat szigorian monoton

novekvo. A sorozat elso eleme egyben a sorozat egy alsé korlatja is, tehat k = aq,

1 1 1
illetve k = —=. Mivel — > 0 minden n € N esetén, ezért —— < 0és - — — < =
2 n n 2 n 2

minden n € N esetén, ezért a sorozat egy felso korlatja lehet k = 37 hiszen minden

n € N-re
n—2 1 1 1
an: :———<—

2n 2 n 2
A sorozat tehat korldtos és minden n természetes szamra

1< <1
- <a, <-.
2 — 2

~n*42
n?+1
Megoldas. Vizsgaljuk most is az a,.1 — a, kiilonbséget.
(n+1)24+2 n?’+2 n?+2n+3 n*+2
a’I’L — an = — = — =
A (n+12+1 n2+1 n>+2n+2 n2+1

(P42 +3)(n*+1) - (n® +2)(n® +2n+2)
(n?2+2n+2)(n?2+1)
o ont4n? 420 420430 43 —n' —2n° — 2n* — 2n® —4dn — 4
B (n?2+2n+2)(n?+1)
B —(2n+1)
(24204 2)(n2 +1)
minden n természetes szamra, igy a,.1 < a, minden n természetes szamra, tehat
a sorozat szigoruan monoton csokken6. A sorozat els6 eleme egyben a sorozat egy

< 0,

3
felso korlatja is, tehat K = a; = 3 Vegyiik észre, hogy

n?+2 . 1
ap = = )
n?+1 n?+1
Mivel I
n2+1>0, ezért 1+n2+1>1,

tehdat k = 1 a sorozat egy alsé korlatja. A sorozat tehat korldtos és minden n
természetes szamra

w

l1<a, <-.
=75
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2.3. Rekurziv sorozatok

A rekurziv sorozatok koziil néhany sorozat gyakorlati alkalmazasa, felhasznalhatdsdga mi-
att annyira jelentds, hogy érdemes veliik kiilon foglalkozni. Ezekbol néhanyat definialunk,
megmutatjuk jellegzetes tulajdonsagaikat és érdekes alkalmazasaikat.

2.3.1. Szamtani (aritmetikai) sorozat

2.5. Definicié. Azt a szamsorozatot, amelyben minden elemet (tagot) az &6t megeldz6bdl
egy d dllandd hozzdddsdval kapunk, szamtani (vagy aritmetikai) sorozatnak nevezzik. A
d szdm a sorozat kilonbsége (vagy differencidja).

A definicié alapjan felirhatjuk a szdmtani sorozat rekurziv képzési szabalyat:
Gy = Qp_1+d, illetve a, —a,.1=d, n>2.
Ebbdl adodik, hogy
a) ha d > 0, a szamtani sorozat monoton névekvé és alulrdl korléatos,
b) ha d < 0, a szdmtani sorozat monoton csokkené és feliilrél korlatos,

¢) d = 0 esetén is beszélhetiink szdmtani sorozatrél, amely nemnévekvd, nemesokkend
és korlatos sorozat. Elemei: aj, ai, ai,...,ar,... Az ilyen sorozatot dllandé (vagy
konstans) sorozatnak nevezzik.

A szamtani sorozat megadasahoz elég két adat. Legegyszertibb meghatarozé adatai a; és
d. Az egyszeri képzési szabalybdl adddik, hogy a; és d ismeretében a szamtani sorozat
barmelyik elemét felirhatjuk a kovetkezoképpen:

a2:a1+d,
a3:a1+2d,
a4:a1+3d,

Ezt az eljarast folytatva és dltalanositva kimondhaté a kovetkezo tétel:

2.1. Tétel. Ha az {a,} szamtani sorozat elsd eleme a; és kilonbsége d, akkor minden n
természetes szamra érvényes, hogy

a, =a; + (n—1)d.

Bizonyitds. A bizonyitas a matematikai indukcié moédszerével torténik.
l°n=1eseténa; =a1+(1—1)d=a; +0-d=a.

2° Tegyiik fel, hogy az éllitas igaz n = k-ra, vagyis, hogy ax = a; + (k — 1)d.
3¢ Igazoljuk az allitas helyességét n = k + 1-re. Ekkor

agr1 =ar+d=a1+ (k—1)d+d=a1+ (k+1—-1)d=a; + kd. ©
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2.14. Példa. Ha az 5,2, —1, —4, —7,... szamtani sorozat huszadik elemét kell meghata-
rozni, akkor megallapithatjuk, hogy a; = 5 és d = —3, tehat

a20:a1+19d:5+19(—3):—52

2.15. Példa. Ha egy olyan szamtani sorozat differenciajat kell kiszamitani, melynek
elso tagja 3 és tizedik tagja 21, akkor az ayy = a; + 9d 0Osszefiiggésbol azt kapjuk, hogy
21 = 3+ 9d, ahonnan d = 2.

Mivel
Up-1+any1 Ay —d+a,+d  2a,

2 B 2 2
ezért érvényes, hogy a szamtani sorozatban barmely harom szomszédos elem koziil a
kozépso a két mellette levo elem szamtani kozepe. Errdl a tulajdonsagrol kapta e sorozat
a "szamtani” megnevezést. Hasonldéan érvényes a kovetkezo Osszefliggés is:

= Qp,

Qp—f + A4k o

5 =a,, k<n.

Az dsszeq kiszamitdsanak legegyszeriibb alapgondolata ma is az, amelyet Gauss (1777-
1855) 9 éves kordban alkalmazott, amikor tanitdja azt a feladatot adta az osztdlydnak, hogy
adjik ossze 1-tol 40-ig az egész szamokat. Gauss eqy pillanaton belil felirta az osszeget:
820. Tanitoja kérésére el is magyardzta a gondolatmenetét. Elképzelte eqy sorba felirva
a 40 tagu osszeget, majd ugyanezt a 40 tagot forditott sorrendben aldirva. Az egymds
ald kerult két szam osszege mindenttt 41. 40 ilyen pdr van, ezért 41-et 40-nel kellene
szorozni, de a két sor miatt minden szdm kétszer szerepel az osszegben, ezért a 40 helyett
csak 20-szal szorozta az osszeget. Ez a szorzat adja a pontos osszeget, a 820-at.

Ugyanezzel a gondolatmenettel lehet kiszamitani a szamtani sorozat els6 n elemének S,
osszegét. Kimondhato a kovetkezo tétel:

2.2. Tétel. Ha az {a,} szdmtani sorozat elsé eleme ay és kilonbsége d, akkor az elsé n
elemének 0sszege
n

n
Sp=a1+ay+..+a,=—=(a; +a,) = 5

5 (2a1 + (n — 1)d).

Bizonyitds. Gy6zodjink meg elészor arrdl, hogy minden k esetén, amelyre 1 < k < n
érvényes, hogy
af + Qp—k+1 = Q1 + Qp.

Valéban, ar, = a; + (k — 1)d, ap—g11 = a1 + (n — k)d és a,, = a; + (n — 1)d, tehat
ag+appi1=a1+ (k—=1d+a1+(n—Fk)d=a;+a;+ (n—1)d = a; + ay.

Mivel
Sp=a1+ay+ - +a,1+a,

és ugyanakkor
Sn:an+an—1+"'+a2+al7

igy Osszeadva a két egyenletet adédik, hogy

28, = (a1 + an) + (ag + an-1) + - + (ap—1 + a2) + (an + a1) = n(ar + a,).
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Innen kovetkezik az
n
Sn = E(al + an)

Osszefiiggés, amelybe behelyettesitve az a,, = a1 + (n — 1)d kifejezést adédik, hogy
S, = g(Qal +(n— 1)d).
<

A tétel gyakorlati alkalmazasat mutatja az alabbi példa.

2.16. Példa. Egy tutszakasz javitdsahoz homokbanyabdl teherautoval homokot szallita-
nak. Az els6 forduld terhét a kocsi az it elején rakja le, ez a homokbanyatol 8000 m-es
tavolsagra van. Minden tovabbi fordulé terhét 25 m-rel tavolabbra kell vinnie. A 35.
forduléndl mekkora tavolsagra megy a kocsi, és a 35 fordulé megtétele kozben hany km
utat tesz meg teher alatt?

a; = 8000, d = 25, tehat n = 35 esetben azs = 8000 + (35 — 1)25 = 8850, vagyis a
35. fordulénal a kocsi 8850 m tavolsagra megy. Mivel a 35 fordulé alatt teherrel megtett
tavolsagok Osszege

35 35
Sss =a; +ag+ ... +azs = ?(al + ass) = 7(8000 + 8850) = 294875 m,

igy megallapithatjuk, hogy a 35. fordulé megtétele utan a kocsi teherrel 6sszesen 294,875
km utat tett meg.

FELADATOK.
1. Egy szamtani sorozat elsé és otodik tagjanak osszege 26, masodik és negyedik
tagjanak szorzata 160. Szamitsuk ki els6 hat tagjanak Osszegét.

Megoldas. A feltételek lapjan felirhatjuk, hogy
a;+as =26 és ag-as = 160.

Mivel a fenti Osszefiiggésekben szereplé tagok asz-ra szimmetrikusak, fejezziik ki
a megadott feltételeket as segitségével. Ekkor az Osszegre vonatkozo feltételbol
kovetkezik, hogy

az — 2d + az + 2d = 26, illetve a3 = 13.
Ha a feltételben szereplo szorzat tényezoit is felirjuk as segitségével, akkor az
(ag — d)(as + d) = 160, illetve 13% —d? = 160

Osszefiiggést kapjuk, ahonnan d? = 9, azaz d = 3 vagy d = —3.
Ha d = 3, akkor az a3 = a; + 2d Osszefiiggésbdl a; = 7 kovetkezik, a keresett
szamtani sorozat pedig

7,10,13,16,19,...

Amennyiben d = —3, az ag = a; + 2d 6sszefiiggésbdl a; = 19-et kapunk, s akkor a
keresett szamtani sorozat

19,16,13,10,7,. ..
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. Hatarozzuk meg az Osszes olyan kétjegyi szam Osszegét, amelyek 4-gyel osztva

maradékul 1-et adnak.

Megoldas. Az els6 olyan kétjegyl szam, amely 4-gyel osztva maradékul 1-et ad,
a 13. Ez lehet tehat egy sorozat els eleme (a; = 13). A 4-gyel valé osztas
maradékosztalyaban az elemek sorban 4-gyel novekszenek, tehat egy olyan szamtani
sorozatot alkotnak, amelynek kiilonbsége d = 4. Az utolso kétjegyii szam ebben a
sorozatban a 97. A kérdés most az, hogy a 97 hanyadik eleme ennek a sorozatnak.
Mivel a, = a1 + (n — 1)d, igy 97 = 134+ (n — 1) - 4, és ebbdl n = 22. A keresett
Osszeg kiszamithatd a szamtani sorozat elsé n elemének S, 6sszegképletébol, s igy

22
Sz2 = 5 (134 97) = 11- 110 = 1210,

. Egy erdételepitésnél parhuzamos sorokban o6sszesen 2660 fat iltettek el. Az els6

sorba 8, minden kovetkez6 sorba pedig 3-mal t6bb fa keriilt, mint az el6zébe. Hany
fa jutott az utolsé sorba?

Megoldas. A kiilonboz6 sorokba iiltetett fak szama olyan szamtani sorozatot alkot,
amelyben a; = 8 és d = 3. Ha n sorba 0sszesen 2660 fat iiltettek, akkor .S,, = 2660,
és egyrészt ki kell szdmolni mennyi az n, méasrészt pedig, hogy mennyi az a,,. Mivel

S, = g(za1 +(n—1)d), gy 2660= 3(16 +3(n—1)),
ahonnan
5320 = 16n + 3n(n — 1), illetve 3n* + 13n — 5320 = 0.
.y , 133 o ) o .
Ebbol ny = 40 és no = ———, ahol a negativ tort megoldasnak nincs értelme, mivel

ez nem lehet a sorozat tagjanak indexe. Ezek szerint 40 sor fat iiltettek el és az
utolsé sorba asy = a1 + 39d = 8 4+ 3 - 39 = 125 fa jutott.

. Hatarozzuk meg a szamtani sorozatban az els6 19 tag oOsszegét, ha tudjuk, hogy

a4 + ag + a2 + a1 = 224.

Megoldas. Mivel a4 és aqg, valamint ag és a1o az aig elemre nézve szimmetrikusak,
ezért irjuk fel a megadott feltételt aig és d segitségével. Ekkor

(a10 — 6d) + (a10 — 2d) + (a10 + 2d) + (a1 + 6d) = 224,

ahonnan ayy = 56. Az els6é 19 tag 6sszege felirhato ay segitségével, mint

19 19
519 == ?(0,1 + alg) == ?(alo — 9d + Q10 + gd) == ? . 2&10 =19-56 = 1064.

. Lehetnek-e az 5 és a v/5 egy olyan szamtani sorozat elemei, amelynek elso tagja 27

Megoldas. Ha van ilyen sorozat, akkor felirhato, hogy
5=2+4+(n—1d é V5=2+(m—1)d,
ahol n és m kiilonbozo természetes szamok. Ekkor

5-2=(m—-1)d é V5-2=(m—1),
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ezek hanyadosa pedig

VE—2 (m-1)d m-1

5-2 (n—1)d n-1°

—1 -1
Innen v/5 = 3. —1 + 2, ami lehetetlen, mert V/5 irraciondlis szam, a 3 - —1 +2
n

kifejezés pedig raciondlis, tehat nem lehetnek egyenlok. Megallapithatjuk tehéat,
hogy az 5 és a v/5 szdmok nem lehetnek egy olyan szamtani sorozat tagjai, amelynek
els6 tagja 2.

2.3.2. Mértani (geometriai) sorozat

2.6. Definicié. Azt a szamsorozatot, amelyben minden elemet (tagot) az 6t megeldz6bdl
eqy q # 0 szammal vald szorzdssal kapunk, mértani (vagy geometriai) sorozatnak nevezzik.
A q szam a sorozat hdnyadosa (vagy kvociense).

A definiciébdl kovetkezik a mértani sorozat rekurziv képzési szabalya:

Qn

G, = ap_1q, illetve =q, n>2.

ap—1
Ebbdl latjuk, hogy ¢ > 0 esetén a sorozat elemei azonos eldjeliiek. Ha ¢ > 1, akkor a; > 0
esetén a mértani sorozat szigorian monoton noévekvd, a; < 0 esetén pedig szigoruan
monoton csokkend. Ha 0 < g < 1 és a; > 0, akkor a sorozat szigorian monoton csokkend,
a1 < 0 esetén pedig szigoruan monoton névekvo. ¢ = 1-re allandé sorozatot kapunk. Ha
q < 0, akkor az elemek el6jele valtakozo.
A definiciobdl kovetkezik, hogy adott a; és ¢ esetén a mértani sorozat tagjai felirhatok

as = a14,
2

a3 = a1q-,
_ 3
a4 = a1q-,

alakban, illetve ezt az eljarast folytatva és altalanositva kimondhaté a kévetkezd tétel:

2.3. Tétel. Ha a mértani sorozat elsé eleme ay és hanyadosa q, akkor minden n termé-
szetes szdm esetén

n—1
an, = a1q .

Bizonyitds. A bizonyitast matematikai indukciéval végezziik.
1°n =1esetén a; = a1q'l — 1) = a;¢° = a;.

2° Tegyiik fel, hogy az allitas igaz n = k-ra, vagyis, hogy a; = a;¢"*
3¢ Igazoljuk az allitas helyességét n = k + 1-re. Ekkor

— — k—1 _ kE _ k+1-1
ag+1 = Qg -¢=a1-q¢ ~g=a1-q¢ =a-¢q :
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2.17. Példa. Ha az a feladatunk, hogy az a,, = on mértani sorozatban meghatarozzuk az

y . ) .y 3 3 : A
els6 elemet és a hanyadost, akkor az els6 elem az a; = STt A kvocienst kiszamithatjuk
barmelyik két szomszédos tag hanyadosaként, példaul

as 2%
q = — = T = -
aq T

2.18. Példa. Allapitsuk meg, hogy a mértani sorozat hanyadik tagja a —81, ha elso eleme
—1, hanyadosa pedig 3. Mivel a, = a;¢q" !, ezért —81 = —1-3""!, ahonnan n — 1 = 4,
illetve n = 5. Ezért a sorozat otodik eleme —81.
A mértani sorozatban barmely harom egymast kovetd elemre érvényes az

a'i = Op—10n+1
osszefliggés, amelybol pozitiv tagu sorozat esetén felirhato az

Ap = /An—10n+1

képlet is. Ez azt jelenti, hogy a mértani sorozat harom szomszédos eleme koziil a kozépsd
a két mellette levonek mértani kozepe és ebbdl szarmazik a megnevezésben a "mértani”
jelz6. Hasonldéan érvényes k& < n esetén, hogy

2

2.4. Tétel. Ha az {a,} mértani sorozat elsé eleme ay és hanyadosa q, akkor az elsé n
elemének 0sszege

Sn:a1+a2+...+an:a1-q : a
q—1 l—gq

Ha q =1, akkor S,, = na;.
Bizonyitds. Ha
S,=a;+as+..+a,

akkor
Spng=a1q+aq+ ... +a,q=as+az+ ... + any1.

Ha a méasodik egyenletbdl kivonjuk az elsét, akkor
Snq— Sp=as+az+ ... + apy1 — (a1 + a2+ ... + ay) = Gpy1 — a1 = a1q" — ay,

vagyis
" —1
qg—1

Ha ¢ = 1, akkor a mértani sorozat minden tagja egyenlo, igy S, =n-a;. ©

Sn(@—1) =ai(¢" — 1), ahonnan S, =a,
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2.19. Példa. Ha az
Sn — In—l + xn—2y 4 xn—3y2 4ot xyn—Q + yn—l

osszegben x # 0 és y # 0, akkor S, egy olyan mértani sorozat els6 n tagjanak Osszege,
amelyben a; = 2”71 és ¢ = =. Ezért
x

n n

S :xnfll_(%)n_x Y

1-Z T —y

Y

ahonnan
(x —y)Sp,=a" —y",

vagyis ily moédon levezettiik az ismert Osszefiiggést, mely szerint
" — yn — (l’ _ y)(xn—l + xn—2y + xn—3y2 N xyn—2 + yn—l)'

A mértani sorozat n-edik elemének kiszamitasa a kamatos kamatszamitdsban nagyon
fontos. Gondoljunk a kovetkezo problémara.

2.20. Példa. Valaki januar 1-én 7000 dinart évi 5%-os kamatldb mellett betesz a bankba.
Kamatosan kamatozva 6 év alatt mekkorara névekszik meg az Gsszeg? (A kamatos kama-
tozas azt jelenti, hogy az évi kamatot évenként automatikusan hozzacsatoljak a lekotott
pénzosszeghez, és a kovetkezo években mar ez a megnovekedett Osszeg kamatozik.)
Altaldnosan fogalmazva:

A T, osszeg évi p%-os kamatlabbal kamatozva n év alatt mekkordra novekszik fel?

A p%-os kamattal novelt osszeg 1 év alatt az eredeti 1 + 1%;O—szoroséura novekszik. Ezért

pY%-kal kamatosan kamatozva n év alatt a Ty 0sszegbdl lesz

p n
T, =T (1 —> .
o 100

Esetiinkben ez

6
P\ 5 6 .
T:T(l —): (14 —=) =7000-1,05° = 9380, .
5=To (1+55) = 7000 ( +1oo) 7000 - 1,05% = 9380, 67 din

FELADATOK.

1. Egy novekv6o mértani sorozat elsé és harmadik tagjanak Osszege 20, elsé harom
tagjanak Osszege pedig 26. Melyik ez a sorozat?

Megoldas. Mivel a; + a3 = 20 és a; + as + az = 26, ebbdl nyilvanvald, hogy a; = 6,

6
ahonnan a,q = 6, illetve a; = —. Mivel

ay +a1¢* =20, dgy ai(1+¢%) =20,

illetve 6
—(1+¢%) = 20.
q
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Ebbél a 3¢2 —10g+3 = 0 mésodfokt egyenletet kapjuk, amelynek megoldésai ¢; = 3

és qp = 3 Mivel a keresett sorozat novekvo kell legyen, igy a hanyados nem lehet 3

Ezért ¢ = 3 és a1 = 2. A feladatban megdott feltételekt kielégité novekvd mértani
sorozat tehat:
2,6,18,54, ...

. Egy mértani sorozat negyedik tagja 24-gyel nagyobb, mint a masodik tag, méasodik

és harmadik tagjanak Osszege pedig 6. Hatarozzuk meg ezt a sorozatot.

Megoldas. A megadott feltételekbdl felirhatjuk, hogy
ay =as +24 és as+az =06,
ag® —ag=24 és a1q+aig® =6,
illetve a;(¢®> —q) =24 és ai(q+q°)=6.
Osszuk el a két egyenlet megfelel6 oldalait:
¢ —q 24

¢+ 6
Ekkor
g(¢® = 1) =4g(g+1), ha g+¢*#0,
ebbdl pedig kovetkezik, hogy ¢ — 1 = 4, ahonnan ¢ = 5. Most 30 - a; = 6, innen

pedig a; = £ Ekkor a keresett mértani sorozat
1
5 1,5,25,125,...

Nézziik meg ad-e tovdbbi megoldast a g +¢* = 0 eset. A mértani sorozat definici6ja
szerint ¢ # 0. Ha ¢ = —1, akkor a masodik feltételbdl a; - 0 = 6, ami ellentmondast
jelent, tehéat ezek az értékek nem adnak megoldast.

. Egy pozitiv tagi mértani sorozat elsé és otodik tagjanak kiillonbsége 15, elsd és

harmadik tagjanak Osszege pedig 20. Hatarozzuk meg a sorozat elsd 6t tagjanak
Osszegét.

Megoldas. Ahhoz, hogy a mértani sorozat minden tagja pozitiv legyen, a, és ¢ is
pozitiv kell legyen. A feltételek szerint a; — a5 = 15 és a; + a3 = 20 igaz, amelyek
felirhatok aq és q segitségével, mint

a(1—q¢") =15 és a(1+¢*) = 20.
Elosztva a két egyenlet megfelel6 oldalait kapjuk, hogy
1—q* 3
1+¢> 4

Mivel 1 —¢* = (1 — ¢*)(1 + ¢?) és 1 + ¢*> # 0, ezért a baloldalon egyszertisithetiink
1 + ¢*tel, s ebbdl az

3 1
1—¢*= 7 illetve ¢* = 1
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1 1
egyenletet kapjuk, ahonnan ¢ = —5 vagy ¢ = 3. Mivel a feltételek szerint a
héanyados nem lehet negativ, ezért ¢ = 5 8z egyetlen megoldas. Ekkor a; = 16, a
keresett mértani sorozat pedig

1
16,8,4,2,1, —, ...
12 D oo

. Egy haromszog oldalainak mérészama egy mértani sorozat harom egymast koveto

eleme. Milyen hatarok kozott valtozhat a sorozat hanyadosa?

Megoldas. Legyenek a haromszog oldalai a, b és c. Tegyiik fel, hogy a a haromszog
legrovidebb, ¢ pedig a leghosszabb oldala. Mivel ezek a szdmok mértani sorozatot
alkotnak, igy b = aq és ¢ = aq?, eami szerint ¢ > 1. A hdromszog oldalaira vonatkozd
egyenlotlenség szerint

a+b>c, ahonnan a4+ aq > ag’.

Mivel a a hdromszog oldala, ezért pozitiv szam, igy a fenti egyenlotlenség oszthato
a-val. Ekkor
P?—qg—1<0

1-v6 1+45 . 1=5
7 5 . Mivel

egyenlotlenséget kapjuk, ahonnan g € ( negativ

szam, ezért a g > 1 feltétel miatt a hanyados hatarai 1 és

1 )
1<g< +2\/_.

, azaz

. A 2 és 4 kozé iktassunk 9 szamot 1gy, hogy a két megadott szammal egyiitt mértani

sorozatot alkossanak.

Megoldas. A 2-vel és a 4-gyel egylitt a keresett 9 szam a sorozat 11 elemét adja
meg, vagyis a1 = 2 és a1 = 4. Mivel a1 = a1 - ¢'%, igy 4 = 2-¢'°, ahonnan ¢ = V2
kovetkezik, ugyanis ennek a sorozatnak novekvonek kell lennie, és ez csak ¢ > 1
esetén torténhet meg. fgy a sorozat elemei

2, 2 V2, 2 V22, 2V/23, 2 V24, 2 V/25 2 V/26, 2 V/27, 2 V/28, 2 V29, 2 V210,
illetve némi rendezés utan

2, 2 V2, 2v/2, 2 V8, 2v/4, 2V/32, 2v/8, 2 V128, 2V/16, 2 V512, 4.

. Egy szamtani és egy mértani sorozat elso eleme 5 és harmadik elemiik is egyenls. A

szamtani sorozat masodik eleme 10-zel nagyobb a mértani sorozat masodik eleménél.
Irjuk fel ezeket a sorozatokat.

Megoldas. Jelolje ay, as, az a szamtani sorozat, by, by, by pedig a mértani sorozat
els6 harom elemét. Ekkor

ay = bl = 5, as — bg, és a9 — bg + 10.
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Mivel ay = 5 + d és ag = 5 + 2d, valamint by = 5q és by = 5¢?, igy kovetkezik, hogy
54+2d=5¢ és 5+4d=>5q+ 10.
A masodik egyenletbol d = 5q¢+ 5, majd ezt az elsobe helyettesitve kdvetkezik, hogy
54 10¢ + 10 = 5¢%, vagyis ¢° —2¢—3 =0,

amelynek megoldasai ¢ = —1 és ¢ = 3. Ha ¢ = —1, akkor d; = 0, a kere-
sett sorozatok pedig az 5,5,5,... szamtani és az 5, —5,5,... mértani sorozat. Ha
g2 = 3, akkor dy = 20, a keresett sorozatok pedig az 5,25,45,... szamtani és
az 5,15,45,... mértani sorozat. Ezért tehat két sorozatpar létezik a feladatban
megadott feltételekkel, mégpedig az

5,5,9,... és bH,—=bH,5,...

valamint az
5,25,45,... és 5,15,45,...

sorozatpar.

. Négy szam egy mértani sorozat négy egymast koveto elemét alkotja. Ha a mésodik

szamhoz 6-ot, a harmadikhoz 3-at adunk, a negyedikbdl 36-ot elvesziink, akkor az
igy kapott négy szam egy szamtani sorozat egymast koveto tagjai lesznek. Melyik
ez a négy szam?

Megoldas. Legyenek a, b, ¢ és d a négy szam, amelyek mértani sorozatot alkotnak.
Ekkor a feltételek szerint a, b+ 6, c+ 3 és d — 36 szamtani sorozatot alkotnak. Ezért
érvényes, hogy
¥ = ac
A = bd
2b+6) = a+c+3
2(c+3) = b+6+d—36
A harmadik egyenletbél a = 2b — ¢ + 9, a negyedikbol pedig d = 2¢ — b + 36.
helyettesitsiik be ezeket a kifejezéseket az elsé két egyenletbe. Ekkor a

b = c(2b—c+9)
& = b(2c—b+36)

egyenletrendszert kapjuk. Rendezziik a két egyenletet

B+ —20c = 9c
B+ =2 = 36d

alakira, majd vonjuk ki egymésbol a két egyenletet. Ekkor ¢ = 4d adddik, majd
ezt behelyettesitve az a = 2b — ¢+ 9 és d = 2¢ — b + 36 egyenletekbe adédnak az
a=9—2bés d = Tb+ 36 Osszefiiggések. A b?> = ac egyenletbe helyettesitve a
b> = (9 — 2b) - 4b egyenletet kapjuk, ahonnan b = 0 vagy b = 4. Ha b = 0, akkor
c=0,a=9¢és d= 36, amibdl a 9,0,0,36 sorozatot kapnank, de ez nem mértani
sorozat. Ha b = 4, akkor ¢ = 16, a = 1 és d = 64, amibdl az 1,4, 16,64 mértani
sorozatot kapjuk, a megfelel6 szamtani sorozat pedig az 1,10,19,28. A keresett
négy szam tehat 1,4, 16, 64.
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8. Harom szam, melyek Osszege 76, mértani sorozatot alkot. Kzt a harom szamot
tekinthetjiik egy szamtani sorozat elsd, negyedik és hatodik tagjanak is. Melyik ez
a harom szam?
Megoldas. Legyenek a, b és ¢ a keresett szamok. Mivel ezek a szamok mértani
sorozatot alkotnak, igy b = aq és ¢ = aq®. A szdmok Osszege a + b + ¢ = 76,
illetve a + aq + aq® = 76. A masik feltétel szerint b = a + 3d, illetve ¢ = a + 5d és
mivel mértani sorozat elemeirdl van szé, ezért felirhatd, hogy aq = a + 3d, illetve
aq> = a + 5d. ha a két egyenletet kivonjuk egyméasbol, akkor a 2d = aq(q — 1)
feltételt kapjuk. Az a(q — 1) = 3d és a aq(q — 1) = 2d feltételbél adédik tovabba,
hogy
alg—=1) _aqlg—1)
3 2 ’
ahonnan
2a(¢ — 1) =3aq(¢ —1) azaz a(q—1)(2—3q) =0.
2
Innen a = 0 vagy ¢ = 1 vagy ¢ = — a lehetséges megoldasok.
a =0 esetén b =0 és ¢ = 0 lenne, ezek Osszege pedig nem 76.
76 76
Ha ¢ = 1, akkor a = 3 b= 3 és c = 3 Ez a harom szam kielégiti a megadott
feltételeléet. 5 4
ha ¢ = 3’ akkor a (1 + 3 + §> = 76, ahonnan a = 36, b = 24 és ¢ = 16 adddik.
Mivel ez a harom szam is kielégiti a megadott feltételeket (a megfelel§ szamtani
sorozatban d = —4), ezért két olyan szdmharmas létezik, amely eleget tesz a fela-
datban kitlizott feltételeknek, ezek pedig a
76 76 76
3, ?, ? és a 36, 24, 16.
9. Lakéasvdasarlasra januarban 50000 eurd kolesont kaptunk a banktél évi 5%-os kamatos

kamatra. Minden év végén 6000 eurdt kell torlesztentink. Hany év mulva fizetjiik
vissza az addssagunkat?

Megoldas. A koleson osszege kezdetkor Ty = 50000 eurd. Ha erre az Osszegre az
év végén 5%-os kamatot fizetiink és torlesztiink z = 6000 eurdt, akkor az elsé év
végén az addssagunk

ﬂzﬂb@+ﬁ%>—x:%-¢ﬂa

ahol g =1+ 1](%0 A mésodik év végén az addssagunk

T2:T1<1+%>—x:(To-q—x)'q—l‘:TO'QQ—x(Q‘Fl)-

A harmadik év végén ez

p
T=T; (1+ =) —a=(Ty- ¢ —2(q+ 1)) -q— v =To-¢* — (g’ +q+ 1)
Folytatva ezt az eljarast azt kapjuk, hogy az n. év végén addssagunk

gt —1
q—1

To=To-¢"—a(" '+ + - +q+1) =Ty -¢"—x-1-
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Ha addssagunkat az n. évben teljesen vissza akarjuk fizetni, akkor 7T}, = 0 kell legyen.
Az a kérdés, hogy ez hanyadik évben torténik, azaz mennyi az n értéke. Mivel

P )
7= 900 = T 100 !

igy a keresett értéket a

1.05" -1

= 1.05" — 1.
0 = 50000 - 1.05" — 6000 Cor T

egyenletbdl szamitjuk ki. Innen

120000 = 70000 - 1,05™, illetve 1.05" = g

Mindkét oldal logaritmalésaval azt kapjuk, hogy

12
n -log 1.05 = log -
ahonnan n ~ 11.04, ez pedig azt jelenti, hogy az addssagot koriilbeliil 11 év alatt

fizetjiik vissza.

10. Szamitsuk ki az S,, =9 499 +999 + --- + 99 - - -9 OGsszeget.
Megoldas. El6szor vegytik észre, hogy az 6sszeadanddk mindegyike a 10 valamelyik
hatvanyatol 1-gyel kisebb szam. Fzt az észrevételt felhasznélva felirhatjuk, hogy

S, = (10" = 1) + (10* — 1) + (10> — 1) 4 - - + (10™ — 1).

Innen az
S, =10+102+103+---+ 10" — n,
képletet kapjuk, amelyben felhasznalva a mértani sorozat els6 n elemének Osszeg-
képletét adodik, hogy
10" -1

n=1
S 0 10—-1

10

2.3.3. A Fibonacci-féle sorozat

Leonardo Pisano (1170-1250) olasz kereskedé-matematikust Fibonaccinak (Bonaccio fia)
is nevezték. Sokat utazott és utazdsai sordan sokat foglalkozott az arab matematikdval.
Két konyvet irt, melyekben tobb sajat eredménye is van. Az 1228-ban kiadott konyvében
talalhato az azota hiressé vdlt kovetkezd példa.

2.21. Példa. Vizsgaljuk meg, mennyire szaporodik egy par masziiletett nyul egy év alatt,
ha minden nytilpar minden hénap végén egy parral szaporodik, a nyulak pedig kéthonapos
korukban ivarérettek. (Ez azt jelenti, hogy akkor hoznak els6 izben utédokat.)

Minden hénap végén csak azok a nyulak szaporodnak, amelyek legalabb kéthénaposak, és
igy az els6é honap végén, illetve masodik hénap kezdetén nincs szaporulat, marad az egy
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par nyul. A masodik héonap végén, azaz harmadik hénap kezdetén mar van szaporulat, és
igy két par a nyulak szdma. A harmadik hénap végén, illetve negyedik honap kezdetén is
csak az eredeti egy par nyulnak van ivadéka és igy harom par nyul lesz. A kovetkezo, a
negyedik honap végén, vagyis 6todik honap kezdetén mar két par nyul lesz kéthonapos,
ezért a szaporulat két par stb. Ha a, jelenti a nyulak szamat az n-edik honap kezdetén
és a1 a nyulak szamat a tenyésztés kezdetén, akkor

ap =1, ay=1, Qpt1 = Qp + Gp-1, n:2737”'

Az igy kapott
1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, ...

sorozatot Fibonacci sorozatnak szokdas nevezni, amelynek altalanos eleme:

(57) - (57) ] s

2.4. Differenciaegyenletek

=
V5

Ay =

Az el6z6 fejezetekben taldlkoztunk két érdekes rekurziv sorozattal. Az egyik egy mértani
sorozat,
a1 =1, apy1=2a, n=12 ...,

amely altalanos tagjanak képlete a,, = 2", a masik a Fibonacci-sorozat

ay=1, ay=1, apn1=a,+a,1, n=2,3,..., (2.1)

amely altalanos tagjanak képlete
1

1+v5)  [1-v5) 1o
an—\/g 5 — 5 , n=1,2 ...,

két mértani sorozat kiilonbsége. Most megmutatjuk azt az eljarast, amelybdl a Fibonacci-
sorozat képletét nyertiik.

Tegyiik fel, hogy van olyan {t"} (¢ # 0) mértani sorozat, amely a (2.1) rekurziés formulat
kielégiti. Ekkor

=™ o n=1,2, ..,
és igy
t?—t—1=0. (2.2)
Ha t a (2.2) egyenletnek a megoldasa, akkor {¢"} kielégiti a (2.1) rekurzids formuldt.
Mivel a (2.2) egyenlet két gyoke t; = %(1 +V5) és ty = %(1 —V/5), ezért az

() ()

geometriai sorozat mindegyike megoldasa a (2.1) rekurzidés formulédnak.
A fenti két sorozat egyike sem teljesiti azonban az a; = as = 1 kezdeti feltételeket.
Konnyen ellenérizhetd, hogy barmely C) és Cy allandé mellett a (2.3) sorozatok Cp és Coy
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allandokkal val6 beszorzasaval kapott sorozat is kielégiti a (2.1) rekurzids formuldt, és a

két sorozat Osszege, az
145\ 1-V5\

is. Most a C és Oy értékeket, a mértani sorozat kezd6értékeit igy fogjuk megvalasztani,
hogy a; = as = 1 legyen. Ez a kovetkezd egyenloségek teljestilését jelenti:

145 -5
145\ -5

Lo 1
— €S = ——.
Vs 2T s

altalanosabb rekurziv sorozatokra is.

amibol C) = Ezt az eljarast alkalmazni lehet a Fibonacci-sorozatnal

2.4.1. Véges differenciak

2.7. Definicié. Egy {a,} valds szamsorozat véges differencidjin a
Aa, =api1 —a,, n=12 ..
kulonbséget értjuk.

Az a leképezés, amely az {a,} sorozathoz hozzarendeli a {Aa,} sorozatot, a kovetkezd
tulajdonsaggal rendelkezik:

A(a, + by) = Aa, + Ab,,

és ha \ valos szam, akkor

A(Xa,) = X - Aay,

vagyis a A az Osszeadassal és a A-val vald szorzassal felcserélhet6. Ezt a tulajdonsagot
ugy fejezziik ki roviden, hogy A linedris. A magasabb differencidkat a kovetkezdképpen
értelmezziik: a masodik differencia

A’a, = A(Aay) = Qpyo — 20041 + Gy

2.4.2. Allandé egyiitthatos linearis differenciaegyenletek
2.8. Definicié. Az ismeretlen {a,} szamsorozat és elsd differencidja kozott fenndllo
A1 Aa, + Aga, =0, (2.4)

alaki linedris osszefiiggést, ahol Ay, Ag egyiitthatok adott valos szamok és Ay # 0, dllando
eqyitthatos elsorendi linedris differenciaegyenletnek nevezziik.
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Behelyettesitve a véges differencia alakjat, a (2.4) egyenletet a

an4+1 = qQn
alakban is felirhatjuk.

2.22. Példa. Tekintsiik a
Aa,, =k

alaku differenciaegyenlet, ahol &k alland6. A véges differencia definicigjat behelyettesitve
a fenti egyenlet
Ap4+1 — Gp = k

alakban frhaté fel. Az altaldanos megoldas nyilvanvaléan
a, = kn+ C.

Ez azt jelenti, hogy az a, értékek olyan szamtani sorozatot alkotnak, amelynek diffe-
rencidja k.
2.23. Példa. Tekintsiik most a
Aa,, +ba, =0
differenciaegyenletet. A véges differencia definiciéjat behelyettesitve ez az egyenlet
Qpt1 — Qp + ba, =0
alakban irhaté, ahonnan

(41 —1—9
Qn,

egyenlet adédik. Ebben az esetben tehéat az a,, értékek mértani sorozatot alkotnak.

a1 = A kezdeti érték esetén az
an4+1 = qan
elsorendi linedris differenciaegyenlet altalanos megoldasa

an, = Ag" L.

A megoldashoz a kovetkezé modszerrel juthatunk: keressiik a megoldast a,, = Ct" alak-
ban, ahol C' meghatarozatlan allandd, maga a megoldas pedig egy tetszélegesen valasztott
kezdeti értéktol fiigg. Behelyettesités utan addédik, hogy

tTL—‘rl — qt'l’L7
innen pedig a t — g = 0 karakterisztikus egyenlet megoldasaként a t = ¢ értéket kapjuk. A

kezdeti érték felhasznalasaval kiszamithatd, hogy C' = —, ami a fent megadott megoldashoz
q

vezet.
2.9. Definicié. Az ismeretlen {a,} szamsorozat és elsé két differencidja kozétt fenndllo
AQAQ(In + AlAan + Aoan =0 (25)

alaku linedris dsszefiiggést, ahol Ay, Ay, Ag egyiitthatok adott valds szdmok és Ay # 0,
allando egyiitthatos mdasodrendi linedris differenciaegyenletnek nevezziik.
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Behelyettesitve a véges differencidk megfelel alakjait, a (2.5) egyenletet az

Apy2 = PAnt1 + qay, (26)

alakban is felirhatjuk.
Induljunk ki most a (2.6) egyenletbdl, amely az a,, a,i1 és a,io ismeretleneket tartal-
mazza. Ha az a, és a,,, értékeket tetszolegesen vélasztjuk, akkor az egyenlet meghata-
roZzZa az ..o értéket. frjuk fel most azt az egyenletet, amelyet gy kapunk, hogy minden
index értékét eggyel megnoveljiik. Az ebben az egyenletben el6forduld ismeretlenek a
kovetkezok lesznek: a,i1, apio és any3. Mivel apiq és a,yo értéke mar ismert, ezért
meg tudjuk hatarozni a, 3 értékét. Folytatva ezt az eljarast, belathato, hogy a, és a,i1
tetszolegesen megvalasztott két kezdeti értéke a megoldast teljesen meghatarozza. A
megoldas tehat két tetszolegesen valaszthatd kezdeti értéktdl figg.
Tegyiik fel, hogy f,, és g, az

(pt2 = Plnt1 + qan (27)

allandé egytitthatés linearis differenciaegyenlet két linearisan fliggetlen megoldasa és mind-
kettd egy specidlisan megvalasztott kezdeti értékrendszernek felel meg. Ekkor, az egyen-
letek linearis jellege miatt az altalanos megoldéast

ap = Olfn + CZgn

alakban frhatjuk fel, ahol Cy és Cy tetszoleges allandé. A fenti Gsszefiiggés megadja a (2.7)
differenciaegyenlet dltalanos megoldasat, ha az f,, és g, megoldasok linearisan fliggetlenek.
A (2.7) méasodrendii linearis differenciaegyenlet altalanos megoldasanak el6éllitasa végett
keressiik a megoldast a, = t™ (¢t # 0) alakban, ahol t egyelére hatarozatlan &llando.
Behelyettesitve a kovetkezd (2.7) differenciaegyenletbe, ¢ ismeretlenes egyenletet kapjuk:

A2t gt o =1,2,3. . (2.8)
amibdl a
t* =pt+q,

mésodfoki algebrai egyenlet adddik, a (2.7) karakterisztikus egyenlete, amelynek t a
gyoke. Forditva, ha t a karakterisztikus egyenletnek a megoldasa, akkor (2.8) is érvényes,
vagyis t" kielégiti a (2.7) differenciaegyenletet.

Két esetet fogunk targyalni: amikor a karakterisztikus egyenletnek két kiilonbozé valds
gyoke van és amikor a karakterisztikus egyenletnek egy kettos valds gyoke van.

I. Vegyiik el6szor a két kiilonbozo valos gyok esetét, amikor t; és to a karakterisztikus
egyenlet valés megoldasai, ahol t; # t5. Ekkor, f, =t} és g, = t} a linearisan fiiggetlen
megoldasok, s éppugy, mint a Fibonacci-sorozat esetében, tetszoleges C, Cy mellett az

sorozat altalanos megoldasa a differenciaegyenletnek, amibol az a; = A, as = B kezdeti
értéket kielégité megoldast gy kapjuk, hogy a

City + Coty = A,

Cit? + Cots = B
egyenletrendszert kielégité Cy, Cy értékeket helyettesitjiik a (2.9) képletbe.
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2.24. Példa. Oldjuk meg az
Qnio = O0p+1 — ba,, n=172 ...
ar =3, ay=2
differenciaegyenletet.

Megold4s. A karakterisztikus egyenlet t> — 5t + 6 = 0, amelynek gyokei t; = 3 és ty = 2.
Igy az egyenlet altalanos megoldésa:

CLn:C13n+022n, 77,:1,2,...

A (4, Oy értékparra
301 + 202 == 3,

9C, +4C; = 2,
7

o 4,
amibol C; = —3 és Oy = 7

I1. Kettos valos gyok esetén, amikor ¢y = ¢y valés szam, f, =t} és g, = nt} a linearisan
fiiggetlen megoldésok, s tetszoleges C, C5 mellett az

sorozat altalanos megoldasa a differenciaegyenletnek, amibdl az a; = A, as = B kezdeti
értéket kielégité megoldast tgy kapjuk, hogy a

City + Coty = A,
Cit? +205t3 = B
egyenletrendszert kielégité C4, Cy értékeket helyettesitjiik a (2.10) képletbe.
2.25. Példa. Hatarozzuk meg az
ar =0, ay=1
nio = 4ap1 —4a,, n=12 ...
rekurziv modon megadott szamsorozat altalanos elemét.

Megoldas. A karakterisztikus egyenlet t2 — 4t + 4 = 0, amelynek gydkei t, = ¢, = 2. Igy
az egyenlet altalanos megoldasa:

Qp, :C’12”+022"n, n — 1,2,...

A C1, (5 értékparra

201 —|- 202 = 0,
4C, 4+ 8C, =1,
1
amibol C = ~1 és Cy = T Ennek alapjan az altalanos elem

1 1
a, = —Z~2"+Z-2”n: (n—1)2"2
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FELADATOK.

1. Oldjuk meg az a1 — 3a, = 0 differenciaegyenletet, ha a; = /2.

Megoldas. Keressiik a megoldast a,, = t" alakban, ahol ¢t # 0. Ekkor az egyenletbe
helyettesitve kapjuk, hogy

t"tt_3t" =0, illetvea t—3=0

karakterisztikus egyenletet, amelynek megoldasa t = 3. Ekkor az altaldnos megoldas
a, = C - 3" alakban irhato fel, ahol C' tetszéleges valds szam. Mivel a; = V2
kell, hogy teljesiiljon, ezért behelyettesitve az dltaldnos megoldas képletébe kapjuk,

2
hogy 3C' = v/2, ahonnan C' = g, a kért feltételeknek eleget tevé megoldas pedig

V2

n = 3", azaz a, = V2 - 3L
2. Irjuk fel az a; = 2, a,41 = —1—0an rekurziv modon megadott szamsorozat altalanos
elemét.

Megoldas. A megoldast a,, = t" alakban keressiik, ahol ¢t # 0. Ekkor az egyenletbe
helyettesitve kapjuk, hogy

1 1
= —Et”, ahonnan t = 1o

a karakterisztikus egyenletet megoldasa. Ekkor a rekurziv egyenletet kielégiti az

a, = C - =T altalanos megoldas, ahol C' tetszoleges valds szam. Mivel a; = 2
kell, hogy teljesiiljon, ezért behelyettesitve az altalanos megoldas képletébe kapjuk,

hogy _1—0 = 2, ahonnan C' = —20 kovetkezik, a sorozat n. elemének képlete pedig

(=" (="
Ton azaz Gy, = —2 - o1
3. Oldjuk meg az a1 = Ha,4+1 — 6a, differenciaegyenletet, ha a; = 3, ay = 3.
Megoldas. A megoldast most is a,, = t" alakban keressiik, ahol ¢t # 0. Ekkor az
egyenletbe helyettesitve kapjuk, hogy

an, = —20-

t"t2 = 5"t — 6", ahonnan t*—5t+6=0

a karakterisztikus egyenletet, megoldasai pedig t; = 2 és t, = 3. Ekkor a differenci-
aegyenletet kielégiti minden

a, =0, - 2"+ Cy- 3"

alakti megoldés, amelyet altaldnos megoldasnak neveziink, ahol C és C tetszoleges
egymastol fiiggetlen valés szamok. Mivel a; = 3 és ay = 3 kell, hogy teljesiiljon,
ezért behelyettesitve az altalanos megoldas képletébe kapjuk az

3= 201 +3Cg és 32401 —|—902,

egyenletrendszert, ahonnan C} = 3 és Cy = —1, a feladat feltételeit kielégitd
megoldas pedig
ay =3-2" — 3",
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4. frjuk fel az a1 = 2, as = —2, ayy0o = 3a,41 + 4a, rekurziv médon megadott
szamsorozat altalanos elemét.
Megoldas. Keressiik az altaldnos elemet a,, = t" alakban, ahol ¢t # 0. Ekkor az
egyenletbe helyettesitve adodik, hogy
"2 = 3t" L 44" ahonnan t?*—3t—4=0
a karakterisztikus egyenletet, melynek megoldésai t; = —1 és t, = 4. Ekkor a
rekurziv egyenletet kielégiti minden olyan
(0 Cl . (-1)” + CQ 4"
alaki megoldas, ahol C és C tetszbleges egymastdl fliggetlen valds szamok. Mivel
a1 = 2 és ay = —2 kell, hogy teljesiiljon, ezért behelyettesitve az altalanos megoldas
képletébe kapjuk az
2:—01+402 és —2:C1+1602,
egyenletrendszert, ahonnan C = 2 és Cy = 0, a sorozat altalanos elemének képlete
pedig
an = —2-(=1)", vagyis a,=2(-1)"*"
5. Oldjuk meg az a,.o = —2a,1 — a, differenciaegyenletet, ha a; =0, ay = 1.

Megoldas. A megoldast a,, = t" alakban keressiik, ahol ¢ # 0. Az egyenletbe
behelyettesitve azt kapjuk, hogy

"2 = 2"t 4" ahonnan t*+2t+1=0

a karakterisztikus egyenletet, melynek megoldasai t; = t; = —1. Ekkor a differenci-
aegyenletet kielégiti minden

(0 01 : (-1)” + CQ : n(—l)”

alaktu megoldés, amelyet altaldnos megoldasnak neveziink, ahol C és C tetszoleges
egymastol fiiggetlen valos szamok. Mivel a; = 0 és ay = 1 kell, hogy teljesiiljon,
ezért behelyettesitve az dltalanos megoldas képletébe kapjuk az

0:—01—02 és 1201+202,

egyenletrendszert, ahonnan C; = 1 és (5, = —1, a feladat feltételeit kielégito
megoldas pedig

a, = (—1)" —n(-1)", vagyis a,=(1—n)(—1)".
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2.5. Konvergens sorozatok

2.5.1. Sorozatok hatarértéke

Tekintsiik az

cp,=1

+ (_711)”’

sorozatokat. frjuk fel e sorozatok elsé néhany elemét és rajzoljuk fel grafikonjaikat a

szamsikban.

a, = esetén

n
1
Ao = a3=§,

1
ap = 17 57

1

1
a4:47 =

Cl5:5,...

n—1 ,
= esetén

_ 1)” )
esetén

1

63:1—57

an
i
05 —-----°_ __
S S e - n
| y=0 1 2 3 4 5
an
A
4 y=1
Li::::::::i::: 77777 '
s TIIEE3 e
| | | |
® Il Il Il Il »
1 2 3 4 5
an
A
3
A g
A - =1
- - - - - - - L - = = e
577777777\7777, | |
| | | |
® Il Il Il Il >
g 1 2 3 4 5
a,
e B
| |
| |
* Il I Il * »
1 2 3 4 5
| |
1 - - e - - - - - ® - — - —— - e

E sorozatokat vizsgdlva észrevehetd, hogy az {a,}, {b,}, {c.} sorozatok esetében rendre
van egy-egy olyan szam, amelyet a sorozat elemei tetszolegesen megkozelitenek valamilyen

médon. Az {a,} sorozat elemei a 0-t, a {b,} és a {c,} sorozat elemei az l-et. A {d,}

sorozat esetében nincs ilyen szam.
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A sorozatok e tulajdonsaganak pontos meghatarozasa adja a konvergencia, illetve a hatdr-
érték fogalmat. A kovetkezokben két egymassal ekvivalens definiciét adunk meg.

2.10. Definicié. Az {a,} sorozat konvergens, ha létezik olyan A szdm, hogy bdarmely
e > 0 szamhoz megadhatd olyan N € N kiiszobszam (vagy kiszébindex) (N figg e-tol),
hogy ha n > N, akkor a sorozat elemeinek A szamtdl vald eltérése kisebb mint €, azaz

la, — A| < e.
a,
A
_____ . -
A+e —__—__—__—__—I_—__—________T ________ - _ _ _ y=Are
) S e ——— ———— y=A
A-gm———rt—ag—F——F } . }
| _T | | | | | Y=A-¢
| | | | | | |
Py | | | | | | | » N
O 1 2 3 4 5 6 7 8

2.11. Definicié. Az {a,} sorozat konvergens, ha létezik olyan A szam, hogy A bdarmely
kornyezetébe a sorozatnak véges sok elem kivételével minden eleme beletartozik.

0

f an
A-¢& A A+e

Az A szdmot az {a,} sorozat hatdrértékének vagy limeszének nevezziik jelolése pedig

lim a, = A illetve a, — A

n—oo
(olvasd: limesz a,, egyenld A, illetve a, tart A-hoz, vagy a, konvergdl A-hoz).
2.26. Példa. Vannak olyan sorozatok, amelyeknek nincs hatarértéke, mint példaul a

1
ay, = (—1)"71; , bp=n, c¢,=(=1", d,=(-1)"n.

2.12. Definicié. Az olyan sorozatokat, amelyeknek nincs hatdarértékik, divergens soroza-

toknak nevezzik.
A kovetkezé tétel a hatarérték egyértelmiiségét (vagy unicitdsdt) mondja ki.
2.5. Tétel. Konvergens sorozatnak csak egy hatdrértéke van.

Bizonyitas. A tételt indirekt mdédon bizonyitjuk, azaz feltessziik, hogy legalabb két
hatarértéke van a sorozatnak, példaul A; és Ay (A; # Ay). Mivel Ay # Ay, ezért

|Ar = As| = p > 0.
Tekintsiik az A; és Ay P sugart kornyezetét. Ezeknek a kornyezeteknek - a sugar alkalmas

valasztasa miatt - nincs kozos része. A hatarérték 2.11. Definicidja alapjan, ha A; hatarér-
téke a sorozatnak, akkor barmely, igy g sugaru kornyezetébe is, a sorozatnak végtelen sok
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eleme esik, és ebbdl csak véges sok marad ki. Ez azt jelenti, hogy As g sugaru kornyezetébe

csak véges sok eleme eshet a sorozatnak, tehat Aj;-nek van olyan kornyezete, amelybdl
végtelen sok eleme marad ki a sorozatnak, igy As nem lehet a sorozat hatarértéke. Ezzel
ellentmondésba keriiltiink a feltételezésiinkkel, hogy A, is hatarértéke a sorozatnak. ©

Az alabbi tételek a konvergens sorozatoknak két fontos tulajdonsagat mondjak ki.

2.6. Tétel. Ha eqy sorozat konvergens, akkor korlatos is.

Bizonyitds. Ha a, — A, akkor € = 1-hez is van olyan N; € Z", hogy n > Nj-re
la, — Al <1, azaz A—1<a,<A+1

Ha vessziik az A+ 1 szdmot és a sorozat nala nagyobb elemeit (ilyen csak véges sok lehet,
legfeljebb Ny), és ezek koziil kivalasztjuk a legnagyobbikat, akkor ez nyilvanvaléan felsé
korlatja lesz a sorozatnak. Hasonldéan adhatunk egy alsé korlatot is a sorozathoz. Vagyis,
ha

K =max{A+ 1,a1,a9,...,ayn,}, k=min{A—1,a1,as,...,apn,},

akkor minden n-re
k<a, <K

teljesiil, azaz a sorozat valéban korlatos. ¢

Az allitas nem fordithaté meg, azaz a korlatossaghol nem kovetkezik a konvergencia.
1

2.27. Példa. a) Az a, = — sorozat konvergens, tehét korlatos is.
n

b) A b, = n sorozat nem korldtos, tehét nem is konvergens.
c) A ¢, = (—1)" sorozat korldtos, de nem konvergens.

Ha egy sorozatbdl végtelen sok elemet valasztunk ki abban a sorrendben, ahogy ezek az
eredeti sorozatban szerepeltek, a sorozatunk egy részsorozatdt kapjuk.

1
2.28. Példa. Tekintsiik az a,, = — sorozatot. Valasszuk ki ennek 6sszes paratlan indexti

t all el6: L1
2n_lsorozau all elo: 3

2.7. Tétel. Konvergens sorozat minden részsorozata konvergens, és hatarértéke meg-
eqyezik az eredeti sorozat hatdrértékével.

elemét, ezzel egy 14j b, =

A sorozatok egy maésik, a hatarértékhez kozeldlls, de azzal nem azonos jellemzdje a
torlodasi pont. Az aldbbiakban ezzel ismerkediink meg.

2.13. Definicié. Az a szamot az{a,} sorozat torldddsi pontjanak nevezzik, ha a barmely
kornyezete a sorozat végtelen sok elemét tartalmazza.

A torlédasi pont fogalmat masképpen is lehet definidlni, s a két definicié természetesen
egymassal ekvivalens.

2.14. Definicié. Az {a,} sorozatnak az a szam torloddsi pontja, ha kivdlaszthato az {a,}
sorozatbdl eqy a-hoz konvergalé {b,} részsorozat.
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Nyilvanval6, hogy a hatarérték mindig torlédasi pont, de ez az éllitas forditva altaldban
nem igaz.

1
2.29. Példa. Vizsgaljuk meg az a,, = (—1)"n +

szamsikban és a szdmegyenesen. Ez a sorozat nem konvergens, mert két torlédéasi pontja

sorozat elemeit, felrajzolva azokat a

i . n+1 n+1
van, —1 és 1. Az {a,} sorozat konvergens részsorozatai b, = — és ¢, = ——, ahol
n n
lim b, =—-1 és lim ¢, = 1.
n—00 n—o0
0
e oo } e®me—o > 3,
) _4 1 1 5 3
3 4 2
an
A
-9
% s P8 _ _ _ 9 _ _ _ _o y=1
T T T T T
| | | |
i | i | i | i | S
1 2 3 4 5 6 (7 8
1 | | | |
AT e st e — - e y=-
|
-2 - e

Tudjuk, hogy egy sorozat korlatossagabdl nem kovetkezik a sorozat konvergencidja, igaz
viszont a kovetkezo tétel.

2.8. Tétel. (Bolzano-Weierstrass). Korlatos sorozatnak van legaldbb egy torloddsi pont-
Ja.

Megjegyezziik, hogy a Bolzano-Weierstrass tétel egy mas megfogalmazasa a kovetkezo:
Korlatos sorozatbol kivalaszthaté legalabb egy konvergens részsorozat.

2.30. Példa. Az a, = (—1)" sorozatbdl a paros indexii elemeket kivalasztva, 1-hez
konvergald részsorozatot kapunk.

A Bolzano-Weierstrass tétel kovetkezménye az alabbi allitas.

2.9. Tétel. Ha egy korlatos sorozatnak csak eqy torloddsi pontja van, akkor a sorozat
konvergens.

—1)"
2.31. Példa. a) Aza, = —> sorozat korlatos és csak egy torlédési pontja van, tehat
n
konvergens.

b) A jol ismert b, = (—1)" sorozat ugyan korlatos, de két torlédasi pontja van, —1 és 1,
ezért nem konvergens.
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c) A ¢, = n+ (—1)"n sorozatnak csak egy torlédasi pontja van, a 0, de nem korlatos,
ezért nem konvergens.

Az el6z6ekben belattuk, hogy egy konvergens sorozat mindig korlatos, de az allitas meg-
forditdsa nem igaz. Ha azonban a korlatos sorozat egyben monoton is, akkor mar bi-
zonyosan konvergens.

2.10. Tétel. Ha eqgy sorozat korldtos és monoton, akkor konvergens. Ha a sorozat
novekvd, akkor a felsé hatdarhoz, ha csékkend, akkor az alsé hatdarhoz konvergdl.

Bizonyitds. Legyen példaul az {a,} korlatos sorozat névekvs. Ekkor a, < a,y; minden
n-re teljesiil. A sorozat korldtos, igy van fels6 hatara, jeloljik ezt H-val. Ekkor, egyrészt
a, < H minden n-re, masrészt tetszoleges pozitiv ¢ szamhoz megadhatd a sorozatnak
olyan a,- eleme, amely H — e-nal nagyobb, amelyre tehat

H—-—e¢s<a,» < H.

Mivel a sorozat novekvd, a fenti egyenlétlenség a sorozat minden, az a,«-ot koveto elemére
igaz. fgy a H barmely kornyezetébdl a sorozatnak legfeljebb véges szamu eleme marad
ki, hiszen

H—-—e¢e<ap<a,< H

teljestil minden n*-nal nagyobb n-re. Ez pedig éppen azt jelenti, hogy az {a,} sorozat
konvergens, és hatarértéke H. Csokkend sorozatra - a sorozat alsé hatardnak létezését
kihasznalva - a bizonyitds hasonléan végezhetd el. ©

3 n+2 . " . L
2.32. Példa. a)Aza, = 1 sorozat monoton csokkend és korlatos, ezért konvergens.
n

2n — 3
b) Ab, =
) n+1

sorozat monoton névekvd és korlatos, ezért konvergens.

2.5.2. Nulldhoz és végtelenhez tarté sorozatok

A technikai és a gyakorlati alkalmazés szempontjabol rendkiviil fontosak azok a sorozatok,
amelyek "minden hataron tdl novekednek, illetve csokkennek”. Most megadjuk ezen
heurisztikus fogalmak pontos definicigjat.

2.15. Definicié. Azt mondjuk, hogy az {a,} sorozat plusz végtelenhez tart, ha minden
K walds szamhoz létezik olyan N € N kiiszobszam, hogy n > N esetén a, > K. Ezt a
tényt a kovetkezd maodon jeloljik:

lim a, = 400 wagy a, — +oo.
n—oo

2.16. Definicié. Ha az {a,} sorozat olyan, hogy lim (—a,) = +o00, akkor azt mondjuk,
n—oo

hogy az {a,} sorozat minusz végtelenhez tart, és ezt a tényt a kévetkezd mddon jeldljiik:

lim a, = —oc0 wagy a, — —o0.
n—oo
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Amennyiben az {a,} sorozat valamelyik végtelenhez divergal, szokas azt mondani, hogy
tagabb értelemben konvergens vagy valodi divergens sorozat. Ilyen szohasznalat esetén a
+00 és a —oo is tekinthetd valamely sorozat hatarértékének, bar egyik sem szam.

2.33. Példa. a) A természetes szamok 1,2,3,...,n, ... sorozata +oo-be divergal.
b) A negativ egész szamok {—n} sorozata —oo-be divergal, —n — —o0.
c) A 248, ..,2" .. sorozat +oo-be divergal, 2" — co.
d) A —2,-8,-32,...,—2?""1 . sorozat —oo-be divergal, —2*"~1 — —oo0.

Az a, = 2" sorozat a b, = n sorozatnak, a ¢, = —22"~! sorozat a d, = —n sorozatnak
részsorozata, igy a fenti példdk azt mutatjak, hogy a valdédi divergens sorozatok bizonyos
tekintetben hasonléan viselkednek, mint a konvergens sorozatok. Ervényes a kovetkezo
allitas:

2.11. Tétel. Ha {a,} valédi divergens sorozat, akkor minden részsorozata is az.

1
2.34. Példa. Az a,, = — sorozat 0-hoz konvergédl. A b, = n sorozat végtelenbe divergal.
n

Altaldnosan igaz a kovetkezo tétel.
1 1
2.12. Tétel. Ha a, — 0 (a, > 0), akkor — — oo. Ha a,, — oo, akkor — — 0.
n an
Bizonyitds. Tegytk fel, hogy a, — 0, és legyen K tetszéleges adott szam. Azt kell
1
megmutatnunk, hogy elég nagy n-re — > K.
a?’b
Feltehetjiik, hogy K > 0, mert ha a sorozat tagjai valahonnan kezdve pozitiv K-nél
1
nagyobbak, akkor ez negativ K-ra még inkabb igaz. Legyen tehat K > 0. Ekkor e is

1 1
pozitiv, és — > K akkor és csak akkor all fenn, ha a,, < e teljesiil, ez utébbi viszont az
a

a, — 0 feltétel miatt elég nagy n-ekre igaz.
A tétel masodik részének bizonyitdsahoz induljunk ki abbdl, hogy a, — oo, és legyen ¢
tetszolegesen megadott pozitiv szam. Ekkor

1 1

— —0l=—<c¢
anp, Gp,

1
teljestil, ha a, > —, ez pedig az a,, — oo feltétel miatt elég nagy n-ekre teljesiil, tehat
€

1
— — 0. Ezzel a tételt bebizonyitottuk. ¢
Qn

2.13. Tétel. Ha a, — o és ¢ > 0, akkor ca,, — oo, mig ha ¢ < 0, akkor ca,, — —o0.

Bizonyitds. Eloszor tegyiik fel, hogy ¢ > 0, és K tetszoleges szam. Ekkor ca,, > K minden

olyan n-re fennall, amelyre a,, > —, ez pedig elég nagy n-ekre az a,, — oo feltevés miatt

igaz. Ezzel bebizonyitottuk, hogy ca, — oo.
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Legyen most ¢ < 0, és k tetszoleges adott szam. Ekkor a ca,, < k minden olyan n-

re teljesiil, amelyre a,, > —, ami a,, — oo miatt elég nagy n-ekre igaz. FEzzel a tétel
c

bizonyitast nyert. ©

A végtelenhez tarté sorozatok esetében nem fogalmazhatunk meg a hatarértékre vonatkozé
olyan tételeket, amilyeneket az eléz6ekben kimondtunk a végeshez konvergald sorozatok

, 00
esetében. Igy nem mondhatunk semmi biztosat a co— oo, 0-00, — tipusu hatarértékekrol.
00

Hasonléan kritikusak a 1°°, oo®, 0° és 0 tipusu hatarértékek is.

2.5.3. Miveletek konvergens sorozatokkal

A kovetkez6 fejezetben latni fogjuk, hogy még viszonylag egyszerii sorozat konvergenci-
ajanak bizonyitasa sem trivialis. Ezért is van jelentOsége a konvergens sorozatok és az
alapmiiveletek kapcsolatanak, ugyanis néhany egyszerii sorozat hatarértékének ismereté-
ben bonyolultabb sorozatok hatarértéke is meghatarozhat6. Most néhany olyan szabalyt
mutatunk meg, amelyek a sorozatok hatarértékének gyors kiszamitésat teszik lehetévé.

2.14. Tétel. Ha az {a,} és {b,} sorozatok konvergensek, akkor az {a, + b,} és az
{a, — by} sorozatok is konvergensek, mégpedig gy, hogy

lim (a, + b,) = lim a, + lim b,, lim (a, —b,) = lim a, — lim b,.

2.15. Tétel. Ha az {a,} és {b,} sorozatok konvergensek, akkor az {a, - b,} sorozat is
konvergens, mégpedig gy, hogy

lim (a, - b,) = lim a, - lim b,.

2.16. Tétel. Ha az {a,} és {b,} sorozatok konvergensek, valamint lim b, # 0, akkor az

n—oo

an, , . o
{b_} sorozat is konvergens, mégpedig ugy, hogy

n

lim a,,
. &’n n—oo
lim — = —">—
n—oo by, lim b,
n—oo

2.17. Tétel. Ha az {a,} sorozat konvergens, akkor érvényesek az aldbbi eqyenldségek:

a) lim (C-a,)=C" lim a,, C = konstans,
n—oo n—oo

b) lim (a,)" = (lim a,)*, ke N.
n—oo oo

n—
o — -
c) nlggo Ya, = k/r}ingoan, k € N.
d) lim log, a, = log, (lim an) , >0, a#1l
n—00 n—00

. o hm an
e) lim e = en—oo
n—oo



2.5.  Konvergens sorozatok 95

A c¢) esetben pdros k esetén még azt is meg kell kovetelni, hogy az {a,} sorozat elemei
legyenek nemnegativak, a d) esetben pedig hogy pozitivak legyenek.

2.18. Tétel. Ha az{a,} és {b,} sorozatok konvergensek, és

lim a, < lim b,,
akkor véges sok n kivételével a, < b,. Ha az {a,} és {b,} sorozatok konvergensek és
a, < b, véges sok n kivételével, akkor

lim a, < lim b,.
n—oo n—oo

2.19. Tétel. (Renddr-elv.) Ha a, < b, < ¢, teljesil véges sok n kivételével, és

lim a, = lim ¢, = A,
n—o0 n—o0

akkor {b,} konvergens és

lim b, = A.

n—oo
A fenti tétel Kiirschak professzor taldlé elnevezése nyoman a ” Renddr-elv” nevet kapta,
amelyet az alabbi érdekes médon tudunk atfogalmazni: Két rendor két oldalrdl belekarol
egy, az utcan elfogott tolvajba. Ha a két rendér a rendorségre megy, akkor vilagos, hogy
a tolvajnak is a rendérokkel a renddrségre kell menni.

2.5.4. Néhany nevezetes sorozat hatarértéke

Az alabbiakban néhany, a feladatmegoldasok soran gyakran el6fordulé sorozat konver-
gencidjat vizsgaljuk. A kés6bbiekben felhasznaljuk a Jacob Bernoulli nevéhez fliz6do
egyenlotlenséget, amelyet a kovetkezo tételben fogalmazunk meg. A tétel teljes indukcioval
bizonyithato.

2.20. Tétel. (Bernoulli-egyenlétlenség). Ha h > —1 walds szam, akkor minden n
természetes szdmra
(1+h)" > 1+ nh.

A kovetkezékben megadjuk néhany nevezetes sorozat hatarértékét, amelyeket alaphatdr-
értékeknek neveziink.

1. Ha a,, = ¢, akkor a sorozat konvergens és

lim ¢ =c.
n—oo

Bizonyitds. Az a, = c egy allandé elemi sorozat. Maga az allitas a hatarérték definicidja
alapjan nyilvanval6. ©

1
I1. Ha a,, = —, akkor a sorozat konvergens és
n
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Bizonyitds. Ennek belatasahoz a 2.10. Definici6 szerint azt kell megmutatni, hogy barmely
e > 0-hoz megadhat6 olyan N (N fiigg e-t6l!), hogy ha n > N, akkor |a, — 0| < e. Mivel

1 1 1
|an—0|:——0‘:—<5, ha n> —,
n n 9

1
ezért az N = {—} + 1 valasztas megfelel. ©
€

I11. Ha q tetszoleges valos szam és a,, = q", akkor

0, ha |q| < 1,
lim ¢" = 1, ha ¢ =1,
e divergens, ha |q| > 1vagy g = —1.

Bizonyitds. Eldszor a |q| < 1 esetet vizsgdljuk. Megmutatjuk, hogy tetszéleges ¢ > 0-hoz
létezik olyan N, hogy n > N esetén |¢" — 0| < e. A |¢" — 0] = |¢"| < e egyenlétlenség

ckvivalens az
() =
- > —_
4| €

1
egyenl6tlenséggel. Alkalmazzuk a Bernoulli egyenlétlenséget 1+ h = ﬂ valasztas esetén.
q

Ekkor e-t ugy valasztjuk, hogy

1\" 1 1

— | >214+n{—-1)>-

I 4l 2
teljestiljon, vagyis |¢" — 0| < e. A fenti egyenl6tlenségbdl adddik, hogy

1—¢
5<i—1)
lql

Maésodszor a ¢ = 1 esettel foglalkozunk. Ekkor ¢" = 1 minden n-re, igy a, = 1 allando
elemi sorozatunk van. Ez pedig konvergens és hatarértéke 1.

Harmadszor a ¢ = —1 és a |q| > 1 eseteket bizonyitjuk. Ha ¢ = —1, akkor ¢*" = 1 és
¢>"~1 = —1. Ezek szerint a sorozatnak végtelen sok eleme 1, illetve -1, azaz a sorozatnak
két torlddasi pontja is van, ezért divergens. Ha |g| > 1, akkor alkalmazzuk a Bernoulli
egyenlStlenséget a 1+ h = ¢* valasztds mellett. Ekkor ¢?" > 1+ n(q®> — 1), vagyis az
a, = ¢" sorozat paros elemeibél 4ll6 részsorozata 1 < |¢| esetén minden hataron tul né,
tehat az {a,} sorozat nem lehet konvergens, igy divergens. <

n > +1=N.

IV. Ha a > 0 és a,, = {/a, akkor a sorozat konvergens, és

lim /a = 1.

n—o0

Bizonyitas. Ha a = 1, akkor az allitas nyilvanvalé.
Ha a > 1, akkor megmutatjuk, hogy tetszoleges € > 0 szdmhoz létezik olyan e-tél fliggod
N, hogy n > N esetén |{/a — 1| <e. Az

[Va—1l=a—-1<e¢
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ekvivalens az a < (1 4 ¢)" egyenlétlenséggel. Alkalmazzuk a Bernoulli egyenl6tlenséget
h = ¢ valasztéas esetén. Ekkor

(14+¢)" > 14 ne > ne,

fgy ha a < ne teljesiil, akkor teljesiil, hogy |/a — 1] < e. Az a < ne egyenlStlenség pedig
a a
minden n > — természetes szamra igaz, ezek szerint N = [—| + 1.

£ £
Ha 0 < a < 1, akkor megmutatjuk, hogy tetszdleges ¢ > 0-hoz létezik olyan e-tél fliggod
N, hogy n > N esetén |{/a — 1| <e. Az

|Va—1=1-/a<e

ekvivalens az a > (1 — )" egyenl6tlenséggel, ha 0 < a < 1 és ¢ < 1. Tehat most
(1 —e)" = 0, igy van olyan N kiiszobszam, hogy a kért tulajdonsag teljesiil. ¢

1 n
V. Ha a, = (1 + —) , akkor a sorozat konvergens és
n

1 n
lim (1 + —) =e.
b—oo n

1 n
an:<1—i——> , n=123 ..
n

El6szor megmutatjuk (a Bernoulli egyenldtlenség akalmazasaval), hogy az {a,} sorozat

novekvo.
. 1\ 1\ " 1 "n+2
a +1 _ 1 + 1 + L _ 1 . n -+ Z
an n+1 n (n+1)2) n+1

> (14 ! nEE gy L
n|— = — > 1L
- (n+1)2))n+1 (n+1)3

Ebbél kovetkezik, hogy a,1 > a,, azaz az {a,} sorozat novekvé.
Mutassuk még meg, hogy az {a,} sorozat korldtos is. Ehhez vegyiik a

1 n+1
bn:(1+—> . n=1,23,...
n

altaldnos elemii sorozatot. Ugyanazokkal a fogdsokkal, amelyekkel az {a,} sorozatrél
belattuk, hogy névekvd, a {b, } sorozatrél megmutatjuk, hogy csokkens. Kénnyen beldtha-

t6, hogy
bn 1 n+1 1 —n—2 1 n+1n+1
=(1+— 1 =1 >
b ( *n) ( +n+1) ( +n<n+2>) ntzs

1 n+1l n 1
(n+2))n+2 n(n + 2)?

Ebbél kovetkezik, hogy b,41 < by, azaz a {b,} sorozat csékkend.

Bizonyitas. Legyen

> 1.

> <1+(n+1)n
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b":(”%)n(“%):an(u%)

Osszefiiggésbdl kovetkezik, hogy a, < b, minden n-re. Az {a,} sorozat névekvé, a {b,}
pedig csokkené lévén, minden n-re fenndll az a; < a,, < by egyenldtlenség, ami azt jelenti,
hogy az {a,} sorozat korlatos.

Az {a,} sorozat novekvé és korlatos, tehat konvergens is, hatarértékét pedig jeldljiik e-vel,

azaz
) \"
lim (1 + —) =e.
n—o00 n

Az e a nevezetes Fuler-féle szam, amely irraciondlis és

A b, és az a,, kozotti

e = 2,718 281 828 459 045...

Ha egy sorozat konvergens, akkor minden részsorozata is konvergens és ugyanoda kon-
vergal ahova az eredeti sorozat. Ezért a természetes szamok sorozatanak barmely ny

részsorozatara
1\
im (14+ — =e.
N —>00 N

Bizonyitas nélkiil megemlitiink még egy fontos alaphatarértéket:

lim ¥/n = 1.

n—oo

<

FELADATOK.

Igazoljuk a definicié alkalmazasaval az alabbi hatarértékek helyességét. Adott € esetén
szamoljuk ki az N kiiszobszamot.

1
1. lim = =0,e=10"3

n—oo N,

Megoldas. Ha ¢ tetszolegesen megadott pozitiv szam, akkor

1 ‘ 1
——0==-<e¢
n n

la, — A| =

1
teljestil, amennyiben n > —. Talaltunk tehat e-hoz megfelel¢ kiiszobszamot, s ez

1
N = |~| +1. Hae = 1073, akkor a kiiszobszdm N =
€ 10-3

} + 1 =1001.

1
2. lim 2= —1 =10

n—0o00 n

Megoldas. Ha ¢ tetszdlegesen megadott pozitiv szam, akkor

n—1 n—1—n

|an — Al =

n n

_4:
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1 1
Amennyiben n > —, akkor a kiiszObszam N = [—] + 1. Amennyiben ¢ = 1077,
€ €

105} + 1 = 100001.

akkor a megfelel6 kiiszobszam N = [

2 + 3
S g =10

im
Megoldas. Amennyiben ¢ tetszélegesen megadott pozitiv szam, akkor

2n+3
n+1

la, — A| = E.

_2‘:

2n+3—-—2n—2 1
= <
n+1 n-+1

1 1 1
Han-+1> —, azaz n > — — 1 akkor a kiiszobszam N = {— — 1] +1. e =101
€ € €

1
esetén a megfelel¢ kiiszobszam N = {m — 1} + 1 = 10000.

3n—2 3
li = —. =10.002
n1_>rr0102n_1 2,5 0.0025

Megoldas. Tetszolegesen megadott € pozitiv szamra

|an — Al =

3n—2 3| [2B3n-2)-3@2n-1)|
2n — 1 2'_‘ 2(2n — 1) ‘_
‘2(27;1— 1)‘ - 2(2n1— 1)

<E.

6n —4 — 6n+ 3
2(2n — 1)

2 4e 2
Ha ¢ = 0.0025, akkor a kiiszobszam

1 1 1 1 1
Hadn—2 > —, azaz n > Pt akkor a megfelel6 kiiszobszam N = [— — —] + 1.
€ €

1 1
N=|—— — —| +1=[100—-0.5] 41 = [99.5] + 1 = 100.
{4'0-0025 2} +1=[100—0.5] + 1 = [99.5] + 00

41 4
I — 2 £ =10,0004
noe7—6n 5 C

Megoldas. Tetszolegesen megadott € pozitiv szamra

an, — Al =

dn +1 4’ B ‘5(4n+1)+4(7—5n) B

7—bn 5| 5(7 — 5n)
20n + 5428 — 20n 33 33 -
5(7 — 5n) 5(7 — 5n) 5(bn —7)
33 33 7 3 7
Ha 25m — 35 > —, azaz n > — + —, akkor N = |— + - | + 1 a megfelel6
€ 25e D 25e 5

kiiszobszam. ¢ = 0,004 esetén a kiiszobszam

33 7 7
N=|—>" 4+ 141= 2| + 1 =3302.
[25 00004 " 5} + [3300+ 5} +1=330
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A kovetkezé feladatokban szamitsuk ki az {a,} sorozat hatarértékét.

00
A — tipusi hatarérték esetében tugy sziintethetjiik meg a hatdrozatlansagot, hogy a
00

szamlalét és a nevez6t elosztjuk ugyanazzal a végtelenhez tartd kifejezéssel, vagy ami
ugyanaz, a szamlalobol is és a nevezobdl is kiemeljiik ugyanazt a végtelenhez tarto kife-
jezést és ezzel egyszertsitiink.

2n — 3
ay, =
™m-+5
Megoldas.
) 2n—3 o0 . n(2—§) 23 2
lim a, = lim = — = lim ————=% = lim L=z
n—00 n—oo Tn+5 o0 n—>oon(7—|-—) noo 742 7
999n + 1000
7. a4, = ———
n?2—n-+1
Megoldas.
999n + 1000 oo 29 4 1000
lima, = lim ——— = — = lmu——:().
n—00 n—oo n?2—n-+1 00 n—>o<>1__+ 1

(n+1)(n+2)(n+3)
n(2n +1)(3n + 2)
Megoldas.

8. a, =

: _ (n+Dm+2)n+3) oo . n(l+)nl+2)n(l+2)
lim a, = lim = — = lim L —L s =

A+ Ha+Ha+3) 1-1-1 1
lim T 5 = = —.
n—00 (2—’—;)(3'}‘5) 2-3 6
2
9. q, = nta
n?+ 3
Megoldas.
. . n+2 oo 2
lim a, = lim ———— = — = lim — lim ——n
n—00 n—oo \/n2 + 3 00 n—o00 n2+3 n—00 / 3
2n 4+ 3
10. a, = ———
n + v/n?
Megoldas.
2n+3 00 ) 243 243 2
lim a, = lim — = = lim = lim L= —-=2
n—o0 n—00 n 4+ 1v/n? o0 n~>ool+3n2 n%oo1+3l 1
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VanZ+Tmn+1

11. a, =
¢ o +3
Megoldas.
. . V3n2+Tn+1 oo . \3/3"22#
lim a, = lim = — = lim V55— =
Lo VetEts 0
Tabw 2432
12, q, = Y HVT
\/n +/n++/n
Megoldas.
—— n++/n
lim a, = lim ntVn —Ezhm - =
n—o0 n—o0 \/ + n+ \/ﬁ o0 n—00 n+ :_‘_\/ﬁ
I+ 7 1
lim e =—-—=1
n—oo 1
1 1
on 2. n+1
13. a, = A
5.2nt+l 4 3n
Megoldas.
, _2n 2.3 oo 3" (5 +2-3)
lima, = lim —— = — = lim T
nhoe " Tl 5 2 130 T oo beegn (5. 2 4 1)

(3)*+6 046

o010 (2)7 41 0+1

n+ DN+ D(n3+1)---(nt% 1
1y (DO D D) (04 1)
2

((100n)100 + 1)

Megoldas.
2 3 .o (nloo
lim ap = lim OV FDO D 74D 0o
n—00 n— 00 ((100”)100 + )T >0
() P (L) 0t (L4 55) ' (14 1)
lim n n = 101 = -
n—yo0 (nwo (100100 + nlloo )7
ot PRS00 (4 Dy (14 ) (T4 L) (14 o)
= lim 100-101 i N
n—o00 n- 2 (100100 + n1100) :
o (1 D) (1 ) (14 ) (14 ) 1 1
= lim 101 -

n—00 17,5050 (100100 + %) 2 (100100)% - 1005050 °
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vn?+1-3

15. a, =
v/n? + 5n + v/2n2
Megoldas.
SRR Yn?¥1-3
3 2 _ 3
lim a, = lim n :gzlim%:

n—00 n—00 \/?7/2 + 5n + \/2”2 00 n—00 n2+§)n—&2-v2n2
Vn

31+ 31_1_#_33 1
= lim rflim Vot _

— n—oo 19/ n2+5n)3 + \/— n—oo 12,#(1 + %)3 + \3/5 \3/5

Ha a hatarérték oo — oo tipusu hatarozatlan kifejezés, akkor irracionalis kifejezés esetén
gyoktelenitéssel, tortek kiilonbsége esetén kozos nevezore hozassal tudunk megszabadulni
a hatarozatlansagtol.

16. a, =vVn+2—+n
Megoldas.

Jnon = (V) =0 o= fiy (V) YT

n+2—n _ 2 0
nﬁoo‘/n—}- —|—\/_ nﬁoow/n+2—|—\/ﬁ o0
17. a, = Vn? —2n+3 —
Megoldas.
lim a,, = lim <\/n2—2n+3—n>:oo—oo:
n—oo n—oo
Vi =20+ 3
= lim (\/n2—2n+3—n>- o ntotn_
n—00 vn?2 —2n+3+n
n? —2n+3 —n? , —2n+3 —00
= lim = lim = —
oo /pZ —2n+ 340 noonZ—2n+34n o0
‘ —243 —2
= lim

18. a, = V4n* + 3n2 — 2n?

Megoldas.
lim a, = lim (\/4714 +3n2 — 2n2> =00 —00 =
n—oo n—oo
V4n? 2 4n? — 4n?
— lim n (VAn? +3 - 2n) Y= 3 gy, nU 3 )
n—+00 VAn?2 +3+2n nooo \/An2 4+ 34 2n

. 3n 3 3
= lim

(4t +2) VA2 4
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19. a, =n—vn3+4
Megoldas.

. . 3
lim a, = lim (n— n3—|—4):oo—oo:

— i (VP — V7 1 4) TP+ ST D) + P AP

n—o0 Y32+ Yn3nd +4) + (42
~ lim n® — (n®+4)
n—00 \/nb + 3/n3(n3 + 4) + J/(n® + 4)2

= i ! )
im — =0.
oo 2 4 /3B 4 4) + /(0P + 4?2 0
212

20. a, = V2

Vn2+15m—10—+vn2 —6n+5
Megoldas.
21\/§ const

lim a, = lim =
n—00 n—00 \/n2 4+ 15n — 10 — \/n2—6n+5 00 — 00

212 \/n2+15n—10+\/n2—6n+5

oy 2V2(VR2 4+ 150 — 104 Vi —Gnt5)
T abe 2+ 1n—10— (n2—6n+5)

21v2 (Vn? + 150 — 10+ v/n? —6n +5)

= lim
21\/_(\/1+———+\/1 at %) 21v/32 - 2
= lim = = 2V/2.
n—00 21 — 21

n

Von2+2n+3—vV2n2+6n+5
V3n2+5n+1—+v3n2+Tn—1
Megoldas.

21. a, =

) \/2n2+2n+3—\/2n2+6n+5 00 — 00
lim a, = lim =
n—00 n—>00\/3n2+5n+1—\/3n2+7n—1 00 — 00

Von2+2n+3—v2n2+6n+5
im -
n—00\/3n2 +5n+1—+3n2+Tn—1
V22 +2n+3+vV2n2+6n+5 V3n2+5n+1+vV3n2+Tn—1

VL ont 3421 6nts VIl tbntl 4t vanie 1

lim
n—>0°\/n2—|—15n—10 \/n2—6n—|—5 V2 +15mn—10++vn2—6n+5

. 20’ +2n+3 - (20 +6n+5) V32 +5n+1+V3n2+Tn—1
11m

—An—2 V3n2+5n+1+V3n2+Tn—1
im : =
n—oo —2n+2 \/2n2 +2n+3+V2n2+6n+5

T 5o 3n2+on+1—Br2+Tn—1) Vol 2n+34+ V22 +6n+5 -
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\/3—1- + .z +\/3—|———p —4 9
= lim — == \/_ = /6.
vni+1—n
22. a4y = ————
n—vnd+2
Megoldas.

) . vVn?’+1—-n o00—00
lim a, = lim = =
n—00 n—oo pn — /n3 + 2 o0 — 00

:11m<V”2 tl-n vnl+ldn \/(n3)2+\3’/n3(n3+2)+3(n3+2)2>:

n—>00 VP2 Vil l+n Y2+ Yndnd +2) + /(0 + 2)2

n—o0

~ m n?+1—n® Vb4 {ndn® +2)+ {/(n+2)%)
B n3 —n3 — 2 Vn2Z+14n B
1 n2<1+\3/1+%+§/(1+%)2)

=lim | —=-
n—oo 2 </1+ +1>

| o (11 B4+ 2p) )
= lim — = = —— -0 = —0Q.
n—o0 2 /1+ 1 2

23. ap =Vn2+2n+3—Vn3+on
Megoldas.

lim a, = lim (\/n2+2n+3—\3/n3+5n) =00—00=

n—oo n—oo

= lim (\/n2+2n+3—n+n—\3/n3—1—5n) =

n—oQ
= lim (\/n2+2n—|—3—n> + lim <n—\3/n3—|—5n> =
n—00 n—oo
NCEPRE:
= lim (\/n2+2n+3—n>' et +n+
n—o00 vn?+2n+3+n
2 3/ 3 5 3 3 5n.)2
¢t (0 i) TV /0T
n—00 n? +nv/nd + 5n + {/(n3 + 5n)?
n? +2n + 3 — n? _ n® — (n® + 5n)
+ lim =
\/n2+2n+ +n  n=2on2 4 ny/nd 4+ 5n+ {/(n3 + 5n)?
2n+3 , —an
= lim + lim =
n—>%0 \/n? +2n+3+n oo n? 4+ nynd +5n+ 3/ (n? + 5n)?
2+ 32 -5
= lim L + lim =1-0=1.

n—o00 /1+%+%+1 n%oon+\/n3_|_5n_‘_\/ +n2
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P +2 2?41

24. a, = —
10n —1 dn+ 3
Megoldas.
) . 5n2+2  2n?+1
lim a, = lim — =00 — 00 =
n—00 n—oo \ 10n — 1 4dn + 3
lim (5n? +2)(4n +3) — (2n* + 1)(10n — 1)
= 1Y =
n—00 (10n — 1)(4n + 3)
| 20n3 + 1512 4+ 8n + 6 — 20n3 + 2n? — 10n + 1
= 11m —
. 1Tm? —2n+7 17
= lim = —.
n—oo (10n — 1)(4n +3) 40
3n? 1—6n3
25. a, =
W= o1 T T a2
Megoldas.
i i 3n? N 1—6n°
im a, = lim =00 — 00 =
Y 3n%(1+4n?) + (1 — 6n3)(2n + 1)
g 1m g
o3+ 12nt+2n+1 — 12n* — 603
= lim =
. —6nP43n+2m+1 . —6+32+ 545 6
= lim = hIm T~ 1 =—35 =
n—oo  (2n 4+ 1)(1 4 4n?) nooo (24 1)(4 +4) ]

1 n
Ha a hatarérték 1*° tipustu, akkor a lim (1 + —) = e alaphatarérték alkalmazésaval
n

n—oo
oldhaté fel a hatérozatlansig, vagy erre vezetjiik vissza f(n) = t helyettesitéssel, ha
f(n)
1
lim (1 + m) alaki, de csak abban az esetben, ha n — oo esetén f(n) — oo is
n—oo n
érvényes.
1 n+2
26. a, — <n+ )
n
Megoldas.

1 n+2 1 n+2
lm g, = lim <”+ ) — 1% — lim <1+—>
n

n—oo n—oo n n—o0

, 1\" 1\? , n\" . 1
= lim 1+—) |14+ — =lim(14+—) -lim (1+—
n—o00 n n n—o00 n n—o00 n

2
) =e-1=ce.
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27. a, = <n+3>
n

Megoldas.

3
n n 1 n-2
lim a, = lim (n—i—S) = 1% = lim <1+§> = lim (1+g) =
n—oo n—00 n n—+00 n n—00 =

3 n3 13
1Y)3 1
(1+ :[Iim <1+g> ] == [lim (1+—)

ahol bevezettiik az helyettesitést, amely esetében k — co, ha n — oo.

28. o — <3n—|—1)
3n

Megoldas.

1
1\ " 1\" 1 3n-3
lim gy = Tim (20 1% = him (142 ) = him (14 ) =
n—oo n—oo 371, n—oo 3n n—oo 3n

1 Bn% 1 Sn% 1 k%
<1+3—n) ] =[ALH30(1+3—H> ] :[;}EEO(HE>

ahol bevezettilk a 3n = k helyettesitést, amely esetében k£ — oo, ha n — oo.

3n
29. a, — <"+ 5)
n

Megoldas.

n+5\" 5\ 1\%"3
lim a, = lim ( > = 1% = lim (1+_> — lim (14.%) _
n—00 n—00 n n—o00 n n—00 5

nq 15 nq15 A
1Y° ) 1\° , 1
(1 + g) = | lim (1 + g) = | lim (1 + —)
5 n—00 5 k—o0 k

n
ahol bevezettiik az 5= k helyettesitést, amely esetében &k — oo, ha n — oo.

41\
30.an:<n+)

= lim
n—oo

N——
wl3
>~

WS wIs|

= lim
n—oo

3n—2
Megoldas.
3n+1\ 7 3 \"%
lim a, = lim nt =1°=1lim ( 1+ =
3n+3
1 R e 1 =27 6n—a
n—oo =5 n—o0o =5
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3n+3

1 fn2 nlgilo%"‘ 1\*

3n —

lim 3n+3
n—oo 874

ahol bevezettik az

2
6n+1\"
31. a, =
¢ <6n—2)

Megoldas.

= k helyettesitést, amely esetében k — oo, ha n — oo.

n? n2

n— 00 n—oo \ 611 — 2 n— 00 6Tl -2
3 n? 1 6"7372‘%‘”2
=i (1 gng) =t (4 )
= lim
n—oo

1 k
= l,}gﬁo (“z)

6n —

ahol bevezettik a

9 2 1 3n+1
32. a, = an+n+l
2n?2 —n+1

Megoldas.

) ) m2 4+ 1\ . m2+n+1
lim a, = lm [ ———— =1*"=lm (1+ ———— —

n—o0 n—oQ

2n? —n+1 n—0o 2n2 —n+1
I 1+2n2+n+1—2n2+n—1 st I 1+ 2n sntl
= l1m = l1im R ——— =
n—00 M2 —n+1 n—»00 2n2 —n+1
L\ G
= lm | 1+ o5 =
2n
2n(3n+1)
2n27n+1 m
1 2n
- nh_EIOlO <1 + 2n2—n+l> =
2n
2n27n+1 Jgr{.lozz(%ﬂ:-:i llm 6n2+2n
1 2n 1 k TL*)OOZHZ_n_‘—l 3
il i R vy = ,}ggo<1+g) =e
2n
) m?—n+1 . ,
ahol bevezettiik a — oy = k helyettesitést, amely esetében & — oo, ha
n

n — o0.

1 6n3—2 % 1 6n3—2 nh_{{.lo;’f%
(1+6n_—2) ] =l,}ggo(1+%—_2) ] =
3
li

= k helyettesitést, amely esetében k — oo, ha n — oo.

3n+1
1) _
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1 n
33. a, = <1——)
n

Megoldas.

—1\"
(n ) = lim

1— =
n—o0

1 n
lim a, = lim < > =1*° = lim
n—o0 n—o0 n
1 1 B
m (1+-1)"" - lim (1+-L) l-e e

n—oo

= 1 1 1 n—1+1 =
nl—I>I<)lo ( + n—l) n—00
ahol bevezettiikk a n — 1 = k helyettesitést, amelynél k£ — oo, ha n — oo.

9 An+2

3
34. a, = <"+ >
n+3
Megoldas.

n—00

4n+2
n+3

2 3
nt —1° = lim
n—oo

ant2
< 1 -

1
< = lim

n+2

lim a, = lim (
n—o00 n—o00 n—|—3
1 1
- = w2 B
i 04y [0 o]
1 B 1 1 B
T2 'm4z+2___3_4_63€’
fim (14 1) et Vet eV

4
3

lim 4n+t2
li 14 L n+2i| s o0 316 [
[nLHOlO ( + n+2) k—o00
ahol bevezettiik a n + 2 = k helyettesitést, amelynél k — oo, ha n — co.

n?+2
35. a, =
¢ <n2 +3
Megoldas.
n?+2 ni4s 1 e
lim a, = lim ( 5 +3) S = -
n—oo n—oo :
" Jun (1
>n2+2+3

n?+5
= li 1
) m ( + 210

1 1
)n2+5 - g’

)n2+5

mivel

]_
n 2

n—o0

1 n?+42 1 3
= i 1 1
oo ( +n2+2> ( +n2—|—2>

li 1+ L 3 li 1+1
- lim = lim -
n? -+ 2 k

n—o0

1

= li 1
1m( +n2+2

n242
n—oo )
ahol bevezettiik a n? + 2 = k helyettesitést, amely esetében k — 0o, ha n — oco.
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A kévetkezd hdrom feladatban hasznaljuk fel a lim /a = 1 és lim /n = 1 alaphatér-

n—oo n—oo
értékeket, ahol a pozitiv valés szam, hogy a feloldjuk a hatdrozatlansidgot a oc® tipust

hatarozatlan kifejezéseknél.

36. a, = VHn

Megoldas.
lim a, = lim Vv5n = (ooo) = lim (\775 C/ﬁ) = lim V5 lim /n=1.
n—00 n—00 n—00 n—00 n—00
37. a, = V7n?
Megoldas.

lim a, = lim V7n? = (’) = lim <C/? ({L/E)Q> = lim V/7- <lim %)2 =1.

n—oo n—oo n—o0 n—o0

38. a, = V3n+2
Megoldas.
lim a, = lim v3n+2 = (ooo) )
n—oo n—oo

A hatarértéket a Renddr-elv alapjan oldjuk meg. Mivel n > 2 esetén
3n<3In+2<3n+n, vagyis 3n <3n+2<4n,

ezért,

V3n < V/3n+2 < Vin,

és a megfelelo tétel alapjan

lim V3n < lim v3n+2 < lim v4n,

n—o0 n—00 n—oo

vagyis

1< lim v3n+2<1,

n—o0

ezért,

Iim v/3n+2=1.

n—00

A kovetkezo két sorozat hatarértékét szamoljuk ki a monotonitasi és korlatossagi tulaj-
donsag felhasznélasaval.

T

39. a, = c>0

ma
Megoldés. Az {a,} pozitiv tagi sorozat szigorian monoton csokkend, mert

cntl c-c”
an+1 (n41)! (n+1)-n! c
= o e o = < ]_7

han > ¢ — 1, tehéat a (¢ — 1)-t6l nagyobb indexekre érvényes lesz az a feltétel, hogy
api1 < an. Mivel az {a,} sorozat pozitiv tagu, ezért alulrdl korlatos (példaul a
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0-val) és szigorian monoton csokkend, ezért ez a sorozat konvergens, tehat létezik
hatarértéke. Legyen

lim a, = a.
n—oo
Ekkor c
lim a,y; = lima, =a és a,i1 =ay,- ,
n—00 n—o00 n+1
ahonnan

. . C . . C
lim a,.; = lim { a, - = lim a, - lim
Ebbdl kovetkezik, hogy a = a - 0, illetve a = 0, amely alapjan kimondhato, hogy
C?’l

lim — =0, ha ¢>0.

n—oo N

40. a, = \/2 +4/2+ - ++/2, ahol n gyok szerepel a kifejezésben

Megoldas. Igazoljuk eloszor, hogy a, < 2 minden n természetes szamra. Ennek
bizonyitasat matematikai indukciéval végezziik.

1°n =1 esetén a; = /2 < 2.
2° Tegyiik fel, hogy az allitas igaz n = k-ra, azaz a; < 2.

3° Az allitds n = k + 1 esetén is igaz, mert apyy = 2 +ar < v/2+2 = 2, tehit
{a,} korlatos sorozat.

Igazoljuk most szintén matematikai indukciéval, hogy a,, < a,,+1 minden n természetes
szamra.

1°n=1esetén a; = V2 < V2 4+ V2 = a,.

2° Tegyiik fel, hogy az éllitas igaz n = k-ra, azaz ap < agy1-

3° Az allitds n = k + 1 esetén is igaz, mert ax1; = 2+ ar < /2 + axr1 = apao,
tehat {a,} szigorian monoton névekvd sorozat.

Mivel az {a,} sorozat szigorian monoton novekvd és feliilrél korlatos (példaul a
2-vel), ezért ez a sorozat konvergens, tehat létezik hatarértéke. Legyen

lim a, = a.
n—ro0

Ekkor
lim a,y; = lim a, =a valamint a,.1 = V24 a,.

n—o0 n—oo
Ebbdl kovetkezik, hogy a2, = 2+ a + n, illetve
2
( lim an+1) = lim (2 + ay,)
n—oo n—oo

ahonnan a? = 2 + a. Ebbdl az egyenletbdl a = 2 vagy a = —1 kévetkezik, de a
pozitivitas miatt a = 2 az egyetlen megoldas. Ezért

lim a, = lim \/2+\/2+---+¢§:2.

n—oo n—oo




2.5. Konvergens sorozatok 111

2.5.5. Végtelen mértani sor

2.17. Definicidé. Eqgy mértani sorozat elemeibdol képzett végtelen sok tagu “dsszeget”
végtelen mértani sornak nevezzik.

Tekintsiik az a, aq, aq?,..., ag"',... mértani sorozatot, ahol a # 0 és ¢ # 0. Tudjuk,
hogy a mértani sorozat els6 n elemének Osszege
1 _ AN
S,=a+ag+ag®+---+ad" ' =a- 1 ¢
—q

Ha a mértani sorozat minden elemét ossze akarjuk adni, akkor valéjaban az
S=a+aqg+ag®*+---+ag" '+ ...

Osszeget keressiik, amelynek értékét a mértani sor {5, } részletosszeg sorozatdnak hatar-
értékeként tudunk kiszdmolni, vagyis az

S = lim S,

n—oo

képlet segitségével, amennyiben ez a hatarérték létezik. Mivel

1 — g™
Jim S, = Tim a5 = 0 i (1) =

1 — lim q”) ,

n—oo

igy megallapithatjuk, hogy ez a hatarérték csak |¢| < 1 esetén létezik, ugyanis csak akkor
konvergens a {¢"} sorozat. ¢ < —1 és ¢ > 1 esetében lim ¢" nem létezik, tehdt az S
n—oo

Osszeg sem szamithaté ki. ¢ =1 esetén S, =n-a és lim S, = lim (n-a) = +oo (az elsd
n—oo n—oo

elem el6jelétél fiiggben). Ezek szerin a végtelen mértani sor dsszege

> a
§= =atagtar o tag b= g el <1

n=1

Ezt a képletet szokas
3]

1—¢q

alakban is irni, kihangsilyozva, hogy a; a mértani sorozat elsé eleme.

S:

lq| <1

2.35. Példa. Ha az
S=1+ L + = +-t = +
2 22 2n
szeretnénk kiszamitani, akkor azt kell észrevenniink, hogy ennek a végtelen osszegnek a

tagjai

1
227 Y 27’),7

DO | —

1
egy mértani sorozat elemei, amelyben a; = 1 és ¢ = 3 Mivel a hanyados eleget tesz a

< 1 feltételnek, igy a végtelen mértani sor dsszege




112 2. SZAMSOROZATOK

FELADATOK.
3 9 27 3\"
1. Szamitsuk ki az 1 — 1 + 6 6l + -4 (=1)" (Z) + - -+ végtelen Osszeget.
Megoldas. Az osszeg egy végtelen mértani sor, mert tagjai az
2 n
LB 0o (8L
4" 16° 64 4
. : : ) 3 3
mértani sorozat elemei, amelynek hényadosa ¢ = —1 eleget tesz az 1 <1

feltételnek, ezért a keresett Osszeg

4
2

n

Il

Il

Il
INTENTIE

2. Szamitsuk ki az 1 + 2% + 2* + 2% + - .- végtelen Gsszeget, ha tudjuk, hogy |z| < 1.

Megoldas. Ha |z| < 1, akkor |2%| < 1 is érvényes. A keresett Osszeg egy végtelen
mértani sor, mert az 1, %, z*, 2% - elemekkel rendelkezd és ¢ = 2> hanyadosi
mértani sorozat elemeit adjuk Ossze. Mivel a hanyadosra teljesiil a |g| < 1 feltétel,

ezért a keresett S Osszeg létezik és

aq 1

S = = .
1—¢q 1—22

3. frjuk fel tort alakjaban az 1,34 szakaszos tizedes szdmot.

Megoldas. Irjuk fel az adott szdmot tobb tizedes szamjeggyel és bontsuk fel a
kovetkezé modon:

1,34 =1,343434--- = 1+ 0,34 + 0,0034 + 0,000034 + - - -

U T T TS
~ 77100 " 10000 " 1000000

Vegyiik észre, hogy a masodik tagtol kezdve egy végtelen mértani sor tagjait kell

1 1
osszegeznlink, melyben a; = 100 és q = 100’ amelyre (1—00) < 1. Ezért
34
_ == 34 133
1,34=1 00 =14+ —=—.
’ T S TR

4. Az a = 1 befogdji egyenloszari derékszogli hdromszog oldalainak felezopontjait
osszekotve egy ujabb egyenloszaru derékszogii haromszoget kapunk. Felezziik meg
ennek az oldalait is és ujra kossiik ossze a felezopontokat. Folytassuk ezt az eljarast
a végtelenségig, majd szamitsuk ki az eredeti és a beirt haromszogek keriileteinek
és teriileteinek Osszegét.

Megoldas. Ha az egyenloszart derékszogli haromszog oldala a, akkor keriilete

K = 24+ av2 = a(2 + V2), teriillete pedig T = %. Az eredetivel egyiitt
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. . ‘- a a a p . .
a haromszogek befogdi sorban az a, > 1T g mértani sorozatot adjak. A
haromszogek kertileteinek osszege
K=a2+V2)+ (2+f) (2+f) (2+f)
ahonnan
1 1 1
K =a(2+V?2) (1+2+4+8+ > :a(2+\/§)-1—1:2a(2+\/§).
2
Mivel a = 1, igy az dsszes haromszog keriiletének osszege K = 2(24/2) = 442v/2.
A haromszogek teriileteinek Gsszege
T a2+ 1 (a)2+ 1 <a>2+ 1 (a)2+
2 21\2 2 \4 2 \8 ’
ahonnan
T a? 1+1_}_1+1+ _a2 1 _2a2
2 4 16 64 ) 2 1-1 3~
2
Mivel a = 1, igy az 0sszes haromszog teriiletének osszege T = 3
5. Az adott R sugaru korbe irjunk egyenléoldalii haromszoget, majd abba kort, és

folytassuk ezt az eljarast a végtelenségig. Szamitsuk ki a korok keriileteinek és a
haromszogek tertileteinek Osszegét.

Megoldas. Az R sugari korbe frt egyenléoldali héromszog oldala a = R+v/3.

Ha ebbe a haromszogbe kort irunk, akkor annak sugara R, = 2 az ujabb beirt
egyenlooldali haromszog oldala pedig a; = g. Ezért a korok sugarai és az egyen-
R R R
l6oldali haromszogek oldalai az R, IR és az a, g, %, %, ... mértani

sorozatokat alkotjak. A korok keriileteinek Osszege

R R R
K:2R7T—|—2-§7r+2-z7r+2-§7r+---,

amelybdl rendezés utan

111 1
K:2Rﬂ(1+—+—+—+"')=2R7T-1 .

.y
27178 Fr,

2
vagyis az oszes igy elééllitott kor keriiletének 6sszege K = 4Rw. Az emlitett modon
eloallitott haromszog tertiletének osszege

2\/_ a2 /3 a2 /3 a2 /3
oo (e ) e (7

amely rendezés utan a

2[(1+4 1 1) a?Vv3 o1 a’V/3

T — il .
1 T 6l ) T 4 11T 3

16 64

kifejezést adja. Mivel @ = Rv/3, gy az Gsszes hdromszog teriiletének sszege

2

T
3




