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FOGAS KERDESEK KOCKAKROL ES MEHSEJTEKROL,
GOMBOKROL ES SZAPPANBUBCOEKOKROL

(EGY PILLANTAS A MATEMATIKUSOK BOSZORKANYKONYHAJABA)

A matematikdban egy csomé problémdt olyan egyszeriien lehet ecsetelni,
hogy lényegtiket gyakran még a laikusok is megértik. Mds lapra tartozik, hogy
az effajta problémdk zome kemény di6nak bizonyul: megolddsuk olykor
évszdzadokat (is) igényel. Ebbzn a cikkben ilyen problémdkat mutatunk bc
a geometria berkeib6l. Kockikrdl, méhsejtekr6l, gobmbokrdl és szappan-
buborékokrél lesz sz6 — ichdt olyan tirgyakrdl, melyekkel gyakran van
alkalmunk taldlkozni. Cikkiink egyik célja kidomboritani a tényt, hogy
szdmos, évezredek 6ta megszokott jelenség a matematikusok szimdra még
mindig taldnyokat rejteget. Elgondolkoztaté, hogy a matematikusok
megszokott kdrnyezetiiket mily kevéssé ismerik — s ez a megillapitds val6szi-
niileg nem csak a matematikusokra vonatkozik.

I. A KOCKATOL A MEHSEJTIG

1.1. A déloszi probléma

A kocka mir az 6gorogdknek sok fejtorést okozott. A gorogok kivalod
matematikusok voltak, ett6l eltekintve szerették a mitolégidt. Az aldbbi hires
geometriai probléma eredetét is egy, az istenekrdl sz616 legenda Gvezi:

Az id6szdmitdsunk el6tti 6tddik szdzadban Délosz szigetén nagyméreti
pestisjirviny tombolt. A lakosok ugy vélték, hogy a nyavalydt az istenck
kiildték, akik valamilyen okbél kifoly6lag megharagudtak a népre. Kovet-
séget menesztettek a delphoi jésdiba, megérdeklédni az ottani j6stdl,
hogyan lehetne kiengesztelni a haragosokat. A jos a kovetkezd vdlaszt adta:
Az istenek akkor fognak véget vetni a jirvinynak, ha a délosziak Apoll6
kocka alakti oltdrdnak helyébe olyan uj oltirt épitenek, mely szintén kocka
alaku, de az eredeti oltdr dupldja.” — Az §j oltdr hamarosan el is késziilt,
enneck dacdra a betegség tovdbb terjedt. Vajon mi tortént? Az istenek meg-
feledkeztek igéretikrdl? Kideriilt, hogy csupin a mestereket lehetett
hibdztatni, akik az 4j oltirt ugy készitették, hogy az eredeti oltir éleit
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megdupldztik. Ez4ltal az Gj kocka térfogata az el6z3€énél nem kétszer, hanem
nyolcszor lett nagyobb (1. 4bra). Az istenek viszont azt kivintik, hogy az
eredeti kocka térfogata, nem pedig az éle legyen megdupldzva.
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1.4bra

A legenddbdl a gorég matematikusok a kovetkezd geometriai problémit
gydrtottak:

Szerkessziik meg, csupidn vonalzé és korzo segitségével egy olyan kocka
€lét, melynek térfogata egy adott kocka térfogatdnak kétszerese.

Ezt a feladatot, mely manapsig déloszi probléma néven ismert, az
6gorogok nem tudtdk megoldani, habdr a geometriai szerkesztések terén
kivil6 eredményeket értek el. Neves tuddsok, a kovetkezd évszizadok
folyaman, sem jartak nagyobb sikerrel. A tizenkilencedik szizad elsS felében
végul is kideriilt, hogy a szerkesztést csak vonalzo és korzd segitségével
lehetetlen elvégezni. Ez a megillapitds azért varatott magéra olyan sokiig,
mert a modern algebra vivmdnyain alapszik, pontosabban sz6lva, Evarist
Galois (1811-1832) zsenidlis matematikus elméletén az egyenletek megold-
hat6sdgarol. A déloszi kocka szerkesztésének problémdjit 4t lehetett tltetni
az egyenletek nyelvére és megoldisa ezutin Galois tételeinek egyenes
kovetkezményévé vilt.

Az istenek kévetelményét tehit, a geometriai szabdlyok szerint, nem lehet
teljesiteni. Emiatt azonban a matematikusok nem esnek kétségbe. El6szOr
is, a problémdval kapcsolatos kutatisok érdekes mellékeredményekhez
vezettek. Ettdl] eliekintve, a kutatok egyik kedvenc foglalkozdsa bonyolult
kérdéseket modositani, ,,dtgydrni”, Gjabb problémdkat gydrtva. Példdnak
ok4ért a déloszi probléma a kovetkezd kérdést vethewné fel:

Létezik-e olyan, a kockitdl eltérd |, figyelemremélt6d” idom, melynek
térfogata egy adott kocka térfogatindl kétszer nagyobb?

Erre a kérdésre adunk feleletet az alibbiakban.
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1.2. A rombdodekaéder, Kepler és a mébsejtek

Vegytink két egyenld nagysdgua kockdt — nevezziik ket A-nak és B nek. Ha
a B kocka kézéppontjdt Osszekotjitk a kocka egyik lapjdnak a csdcsaival,
akkor egy négyzet alapu gulidt kapunk.

B A

L/

a) b)

2. dbra

(A 2.a dbra egy ilyen gulit 4brazol: alapja a kocka MNKL oldala, szemkozti
csucsa a kocka kdzéppontja, melyet O-val jeloltiink.) Hasonlé médon kossiik
ossze a B kocka O koézéppontjit a kocka tobbi 6t oldaldnak csdcsaival, ugy
hogy tov4bbi 6t, az elsé gildval egybevigo* guldt kapjunk. fgy a B kockit
nat olyan gtldra daraboltuk szét, melyek mindegyikének kobtartalma a
kocka kobtartalmdnak egyhatoda. Helyezziik most az MNKLO guldt az A
kockdra kiviilrdl, gy hogy alapja fedje az A kocka egyik oldaldt. (A 2.b 4dbra
mutatja, hogyan helyeztiik az M, N, K, L csticsokat pontosan az A kocka P, B,

* Két idomot akkor neveziink egybevigénak, ha egyszerden sz6lva, nagysdguk és alakjuk is
azonos.
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S illetve T csticsai folé.) Ha a B kocka tdbbi 6t, gila alakd részét ugyanigy az
A kocka egy-egy oldallapjira illesztjiik, akkor a guildk a kozottiik fekvd A
kockdval egytitt egy ij idomot képeznek.

Az Gj idom kobtartalma az A kocka kobtartalmdnak kétszerese — sz6val, ha
nem is a klasszikus el6irdsok szerint, de megdupldztuk a kockit. Nevezziik
roéviden az Gj idomot R-nek. R feliilete huszonnégy hiromszdgb6l tevodik
ossze, a hat gula mindegyike négy hdromszoglh oldallapjdval jarul a
feliilethez. Azonban R oldalainak szima nem huszonnégy, hanem tizenkettd,
mert két-két olyan hiromszogi gulalap, mely az A kocka egy k6zos éléhez
illeszkedik, egy sik négyszoget alkot. (A 2.c dbrdn a tizenkét négyszog egyike
drnyékoldssal van feltiintetve.) Gorogul a tizenkét sik oldallal rendelkezd
idomokat dodekaédereknek nevezik. Az R dodekaéder oldalai olyan
négyszogek, melyeknek élei egyenld hosszisdguak; az ilyen négyszogeket
rombuszoknak hivjuk. Emiatt R-nek a ,,hivatalos neve” rombdodekaéder.

Rombdodekaédert elsGnek Johann Kepler (1571-1650) szerkesztett, a
csillagdsz, akit a bolygbk pdlydival kapcsolatos munkdi tettek hirnevessé.
Kepler észrevette, hogy egyenl® nagysigi rombdodekaéderekbdl térbeli
mozaikot lehet késziteni, ami annyit jelent, hogy egybevigé rombdode-
kaédereket Ggy lehet egymdshoz illeszteni, hogy az egyes idomok kdzott ne
maradjanak hézagok. Felfigyelve arra, hogy a méhsejtek is hézagok nélkiil
helyezkednek egymids mellé a lépben, Kepler egy rendkiviil érdekes Ossze-
fiiggést sejtett meg a méhsejt és a rombdodekaéderek szerkezete kozott.
Err6l sz6lunk a kovetkezo szakaszban.

1.3. A mébsejt kupolaja

Kdztudomist, hogy a méhsejt alapja egy szabdlyos hatszodg. Aki azonban
azt hiszi, hogy a méhsejt egy hatszdg alapu hasib, az téved. A méhsejt ugyanis
felilrd] nem egy hatszoggel van befedve, mint a hasdb, hanem egy
kupolaszerii szerkezettel, amely hdrom egybevig6, egy kdzds csticsban
osszefutd rombuszb6l 4ll. (3. dbra)

3. 4bra
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Kepler szemtigyre vette a rombdodekaéder csticsaiban taldlkozé rombu-
szokat. A rombdodekaéder hat csticsdban négy-négy rombusz taldlkozik, mig
az idom t6bbi nyolc csticsdban harom-hdrom. (A 2. 4bra mutatja, hogy az
utdbbi csticsok az A kocka csticsai, az el6bbiek az A-hoz illesztett gildk
csicsai.) Nevezziik a rombdodekaédernek azt a részét, mely hirom, egy
k6zos csucson osztozkodd rombuszbdl 4ll, egy ,,rombuszhirmas”-nak.
Kepler azt gyanitotta, hogy a méhsejt kupoldjiban a rombuszok szogei,
valamint a rombuszlapok kdz6tti szogek pontosan akkordk, mint a
rombdodekaéder rombuszhdrmasaiban. Mds sz6val, ha olyan rombdode-
kaédertszerkesztenénk, melynek élei akkordk, mint a méhsejt rombuszainak
élei, akkor a rombdodekaéder birmely rombuszhidrmasit felcserélhetnénk
a méhsejt kupoldjival.

Keplernek ezt a sejiését a késObbi évtizedek folyamdn mérések alapjin be
is lehetett bizonyitani; a méhsejtek geometridjival kapcsolatos kérdések
azonban tovidbbra is foglalkoztatjik a tuddsokat.

II. EGYMASHOZ TAPADO MEREV GOMBOK ES SZAPPANBUBOREKOK

11.1. Egyenld nagysdgi gombok érintkezése — egy probléma,
amelyet Newton nem tudott megoldani

GO6mbokb6l nem lehet mozaikokat, azaz hézagmentes alakzatokat
szerkeszteni. Ez a megillapitds a kévetkezs kérdéshez vezet:

Hogyan lehet gdmbdket a lehetd legszorosabban egymis mellé helyezni?

Ennek a kérdésnek t6bb véltozata van. 1694-ben David Gregory (1627~
1720) angol csillagdsz a kovetkezd problémirol vitatkozott Isaac Newtonnal
(1643-1727), a kivil6 fizikussal, matematikussal és csillagdsszal:

Hiény egyenld nagysdgd gémbot lehet egy ugyanolyan méreti, adott gomb
koré helyezni Ggy, hogy mindegyikiik érintse az adott gobmbot?

Konnya beldtni, hogy legaldbb tizenkét gobmbdét lehet ilyen médon az
adott gobmb koéré csoportositani. Ugyanis:

Helyezziink egy asztalra egy sdrga teniszlabd4t, mint adott gémbot. A
sdrga labda koré hat ugyanakkora fehér teniszlabdat tudunk illeszteni Ggy,
hogy a fehér labddk mind érintsék a sdrgit (4. 4bra). Az asztalon fekvd hét
labda kozott hat hézag ad6dik. Az dbrin minden mésodik hézagot bedr-
nyékoltunk. A , bedrnyékolt hézagok” f6lé egy-egy Gj fehér labd4t tehetlink,
melyek mindegyike érinti a sdrga labdidt. Ha ebben a két rétegbdl dll6
szerkezetben a labddkat egym4shoz ragasztjuk, akkor a szerkezetet fel tudjuk
emelni az asztalr6l és a ,,bedrnyékolt hézagok” ald is egy-egy Gjabb fehér
labd4t illeszthetiink. fly médon a sirga labdit tizenkét, a labd4t érintd
labddval vettiik kortil.
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4. 4bra

Gregory ugy vélte, hogy a fenti szerkezetben a gobmbok kdzotti hézagok
tilsigosan nagyok, és hogyha a tizenkét, a kozbiilsé gombot kortlvevd
gombot Gvatosan ide-oda tologatndnk, akkor a hézagok dtformdldsdval egy
olyan trt tudndnk nyerni, amelybe egy, az el6bbiekkel egyenld nagysdga
tizenharmadik gémbét tudndnk csusztatni, amely szintén érintené a kozép-
s6 gébmbot.

Newton kételkedett a tizenharmadik gémb létezésében, de 4dllitdsit nem
tudta bizonyitani.

Newton és Gregory vitdja 180 év milva d6lt el, amikor is Reinhold Hoppe
német matematikus kimutatta, hogy Newtonnak volt igaza:

Egy adott gdbmb kéré nem lehet tobb mint 12, vele azonos nagysdgi
gombdt csoportositani ugy, hogy mindegyikiik érintse az adott gombot.

Kisméret1i, egyenld nagysdgu gdmbok elhelyezése nagy dobozokba egy
mdsik rendkiviil nehéz kérdés. Még mindig nem tudni, hogy kell a gémboket
egymis mellé fektetni Ggy, hogy a lehet6 legtdbb férjen be a dobozba. Err6l
a kérdésrél, és egy csomo vele kapcesolatos problémirol Fejes-T6th LiszI6,
kortirs magyar matematikus irt jelentés cikkeket és monogrifidkat. A
g6mbok elhelyezkedési problémii a fizikiban (péld4ul a kristdlyok tanul-
médnyozdsindl), a biol6gidban és a vegytanban is fontos szerepet jdtszanak.

11.2. Szomszédos szappanbuborékok

A szappanbuborékok feliilete elasztikus; ennek a jelenségnek az az egyik
kovetkezménye, hogy mis testekkel val6 érintkezéskor a buborékok feliilete
megyviltozik. Példiul, ha egy szappanbuborékot — amely eredetileg egy gomb
— egy nedves Uiveglapra helyeziink, akkor a gomb als6 része belapul, és a
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buborékbdl egy félgomb lesz. Ha két szappanbuborékot helyeziink egy-
mdshoz kézel a nedves tiveglapra, akkor a buborékok, attél eltekintve, hogy
félgobmb alakot vesznek fel, cstiszni kezdenek egymds felé, amig Ossze nem
tapadnak. Erdekes megvizsgdlni a tapadisi feliiletet:

5. dbra

Abban az esetben, ha a szappanbuborékok egyforma nagysdgaak, az
osszetapadt buborékok kozos fala egy félkor alaku feliilet (5.a dbra). Ha
azonban a buborékok kiilonbozd nagsdguiak, akkor a kézos faluk kidom-
borodik és behatol a nagyobb buborék belsejébe. Ez a jelenség avval
magyardzhat6, hogy a kisebb buborék belsejében nagyobb a nyom4s, mint
a nagyobb buborékban. A k6z0s fal ebben az esetben egy gdbmbnek a része,
melynek kézéppontja a buborékokon kiviil van, Ggy ahogy ezt az 5.b 4dbra
mutatja. Az dbridn feltiintetett szogek a kozods ponton dthaladé sugarak
kozott minden egyes esetben 60-60 fokosak. Az egymdshoz tapadt bubo-
rékok feliilete, a k6zds vélasztOfalét is beleértve, kisebb mint a kiilén4dllé
buborékok feliileteinek Gsszege. Ha tobb szappanbuborék tapad egymds-
hoz, a k6z0s vilaszfalak bonyolult szerkezete érdekes geometriai problémé-
kat tir fel és j Otleteket ad a matematikusoknak gorbe feliletek tonul-
minyozisihoz.

A szappanbuborékokra vonatkoz6 eredmények java része J. A. F. Plateau,
mult szizadbeli belga fizikust6l szirmazik. Plateau élete derekin megvakult;
utina tdbb mint harminc éven 4t kisérleteit munkatirsai szemével kovette.
Ugy is mondhatndnk, hogy Plateau I4tott, habir nem tudott nézni. — Manap-
sdg, a televizi® és egyéb szbrakoztatd és oktatd vizudlis segédeszkozok
kordban, el lehet toprengeni a forditott helyzeten: vajon mennyit vagyunk
képesek l4dtni, azaz észrevenni mindabbdl, amit nézink? Evvel, a korkér-
désnek is beillé megjegyzéssel tesziink pontot mondanddnk végére.
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Rezime
Kocke, Celije saca, sfere i sapunski mehuriéi kroz o¢i matematiara

Cilj ovoga ¢lanka je da podseti ¢itaoca na niz uvenih klasi¢nih problema iz oblasti
geometrije, &ije je reSavanje vekovima okupiralo istaknute umove. Podviaéi se &-
njenica, da je prostor u kome Zivimo, bolje reeno, nasa svakodnevna okolina sa
uobi¢ajenim objektima, kao 3to su kocke, ili lopte, za matematitare (a naravno i za
ne-matematicare) jo§ uvek prepuna zagonetki.

Summary
On the Geometry of Cubes, Honey Bee Cells, Spheres and Soap Bubbles

The aim of this article is to describe a selection of famous geometrical problems,
whose solution has occupied mathematicians throughout decades, and even cen-
turies. It is a thought-provoking fact that in our familiar daily surroundings mathe-
maticians (and, naturally, non-mathematicians as well) continue to be faced with
open questions and ,,myteries”.
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