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A SORBARENDEZESI PROBLEMAK NEHANY
MEGOLDASI MODSZERE ES OSSZEHASONLITASA

Bevezetd

A mindennapi életben, bizonyos szervezési problémik megoldisakor
gyakran jelentkeznek sorbarendezési, illetve iitemezési feladatok. Ezekre
a feladatokra jellemz8, hogy olyan tevékenységek szerepelnek benniik,
amelyek kiilonb6z8 sorrendben valésulhatnak meg. Az ilyen probléma
pl. a kozgazdasigban ismert termelési miveletek sorbarendezése mini-
mélis gépterhelés, minimalis 4tdllitdsi koltség, vagy legrovidebb varako-
z4si 1d6 elérésére. A gyakorlatban felmeriild sorbarendezési feladatok
megoldisinal jelentkezik az a probléma, hogy a kiilonboz8 médszereket
alkalmazé szakemberek mem ismerik eléggé az egyes médszerek hatd-
korét, s ezeknek viszonylagos értékeit. Tehdt mondhatjuk, hogy a gya-
korlat tette fel azt a kérdést, amelyre munkidnkban vilaszolni szeret-
nénk. Ebb6l adédéan munkdnk célja nemcsak az egyes médszerek 4lra-
lanositdsa és leirdsa, hanem viszonylagos érvékelésiik, Osszehasonlitdsuk,
rendszerezésiik, illetve klasszifikicidjuk.

Munkénk els§ részében a gyakorlatban jelentkezS sorbarendezési prob-
lémak megolddsinak néhdny mddszerét mutatjuk be. E mébdszerek kdzds
tulajdonsiga, hogy alkalmazdsuk igen egyszerli, nem igényel kiilonosebb
matematikai-szakmai tuddst. A munka masodik része tartalmazza az
Osszehasonlitd kritériumokat, az 6sszehasonlitd tabldzatot, illetve az &sz-
szehasonlité értékelést. Az Osszehasonlité tdblizatban az algoritmusokat
bizonyos el6re megéllapitott kritériumok szerint jellemeztiik, s fgy ki
tudtuk emelni a médszereknek egyes elényeit misokkal szemben. A gaz-
dasagi és miiszaki szakemberek feladata ezek utdn a gyakorlati problé-
ma meghatdrozdsira és leirdsira szoritkozik. Ugyanis a megfelel6 sor-
barendezési algoritmus kivélasztisa mir nem bonyolult feladat.
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1. Foulkes algoritmus

Az algoritmus alkalmazdsinak menetét egy feladaton szeretnénk be-
mutatni. Hat tevékenységet kell sorbarendezni, ezek az A, B, C, D, E
és F tevékenységek. A probléma elképzelhet§, mint valamilyen miivele-
tek sorozata egy termék Osszedllitdsakor (szerelésekor), ahol ismertek a
tevékenységek kozotti Osszefiiggések, vagyis az, hogy mely tevékenység
melyiket el6zi meg, s melyik utin kovetkezik. Az ismert 6sszefiiggések
alapjdn a tevékenységeket graf formajaban abrézoljuk, mégpedig tgy,
hogy a hat tevekenyseg jelenti a graf csicsait, az osszefuggesdket pedig
a graf ivei jelzik. Az iven 1év0 nyil az osszefiiggés irdnydt mutatja.

8 D

Az egyes ivekben levd kettds nyil azt jelenti, hogy a két oslcs (te-
vékenység) sorrendje nem lényeges, vagyis, hogy pl. a B lebonyolédhat
a C clbtt, de kovetkezhet a C utin is.

Feladatunk az, hogy megkeressiikk, ha létezik, azt a hamiltoni utat,
amely a belépd és 'kiléps, esetiinkben az A é F kozout van. Ugyanis a
hamiltoni Gt csak egyszer halad 4t az egyes csicsokon s ugyanakkor ki-
elégiti az adott Ssszefiiggéseket. A feladat értelmében az A, B, C, D, E
és F tevékenységeket bizonyos sorrendben kell elvégezni, de egyiket sem
szabad kihagyni. A grifban annyi hamiltoni it van, ahinyféleképp sor-
ba rakhatdk a csicsok. Az 6ssz lehet8ségek szdma 6 cstics esetén 6! == 720.
Szerencsére arra nincs szitkség, hogy az 8ssz lehet8séget sorra kiprébil-
juk, azért, hogy ezaltal megéillapitsuk, mely kombinicidk elégitik ki az
Ossz feltételeket és kovetelményeket. Ugyanis a valésigban az &ssz sor-
barendezési lehetSségek j6 része kiesik, mert azok eleve nem elégitik ki
az Ossz kovetelményeket. A hamiltoni 4t hossza n-ed rendi grifban
egyenl6 (n—1)-€l, ahol n a cstcsok szdma. Esetiinkben a graf 6-od
rendli, mert 6 csties van, a hamiltoni Gt hossza pedig 5. Az a teendd
tehdt, hogy megkeressitk a grifban lev8 5 hosszasigd utat, s ezek koziil
kivalasszuk azt, vagy azokat, amelyek minden feltételnek eleget tesznek.

A probléma megolddsihoz a Foulkes algoritmust alkalmazzuk.! A
Foulkes mddszer lehetdvé teszi, hogy megkeressik a grifban szerepls
1, 2, ..., n—1 hosszdsigl utakat, mégpedig gy, hogy a grifot repre-
zentdld M mdtrixot Snmagdval annyiszor szorozzuk, amilyen hosszdsigh
utat keresiink. A szorzds elvégzésekor azonban, a Boole-féle szorzist
kell alkalmaznunk. Ha a csicsok szdma n, és ha meghatirozzuk a
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2. abra martrixot, akkor megkapjuk az (n—1) vagy attdl rovidebb hosszi-
sigh utakat. Mint tudjuk, a Boole-féle 8sszeaddsnil a kdvetkezd szabily
érvényes: 1+0=1, 0+1=1, 1+1=1, 0+0=0, mig a szorzisnil:
1.0=0, 0-1=1, 1-1=1, 0-0=0.

Az Osszefiiggéseket jelz8 grafnak most felirjuk a mAtrix reprezentd-
cibjit. A kapott M mdtrixnak annyi sora és oszlopa van, amennyi csd-
csa a grafnak, illetve ahdny tevékenység vagy mivelet. Az M mitrix-
nak csak azon sordba ¢s oszlopdba irunk egyet, amely élek kozott 1éte-
zik irdnyitott Gt. A mitrix f8 4tléjin szintén egyeseket irunk.

A B CDEF

A 1 11 0 1 0
B 01 1 1 11
c 011 010
M=p 000 1 1 1
E 01 00 1 1
F 000 O0O0 1

Az M mitrixnak onmagédval t6rténd szorzasit a kovetkezSképpen vé-
gezziik el. Minden egyes 1) elem kiszdmitdsdhoz az elemhez tartozé sort
és oszlopot Osszeszorozzuk a Boole-féle szorzatot alkalmazva. Pl. ve-
gyiik a B sorit és C oszlopit.

o SR TS T TR B 1 B = 0:1e1:161:141.041:061:020¢1+140+0+022

Az egész mitrix szorzdsa igy néz ki:

1

1 1101 0 1 11 0 1t O [t 4 3 1 &4 2
01t 1 1 1 1 01 1 1 1 1|01 2 2 4 4
011 010 01 101 0| (03 12 32
000 1 11 0001 1 1] 4{o1t o1 23
0100 1 14 51001 11021 11 3
0 000 O 1 0000 OTE!| |00oo0 001

A most kapott szorzatokon el lkell végezni a helyettesitéseket, mégpe-
dig 4gy, hogy a f64tléra 1-eseket irunk, az 1-nél nagyobb szdmokar
1-gyel helyettesitjilk, a O-t valtozatlanul hagyjuk. A helyettesivések
utdn a kovetkez6 mértrixot kapjuk, melyet M2 -vel jelsliink:
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ABCODEF
Al 1 1 ()1
Blo 1+ 1 1 1 1
L Clo 1 1 mrm
“1'00(1)0111
E{O0 1 (MM 1 1
FIO 0 0 0 01

Zirbjelbe tettitk azokat az 1-eseket, amelyek az eredeti M métrixban
nem szerepeltek. Ez mutatja meg, hogy mely cstcsok kozott van 2 hosz-
szlsagh dt, de nincs 1 hosszdsigh. Az M2 métrixot 4jb6l 6nmagédval szo-
rozzuk, mégpedig azért, hogy megkapjuk, mely csicsokat kot Ossze 4,
vagy 4-nél rovidebb hosszdssagh 4t. Az M2 Snmagdval t6rténé szorzata
az el6z8 szabdlyok szerint torténik (a Boole szorzds alkalmazisival). Az
eredmény a helyettesfvés utdn a kovetkezd:

ABCODEFTF
AT 1 1 1 1
Blo 1 11 11
wClo 1 1 1 11
M[=Do1(1)111
Ejo 1 1 1 1 1
Floo oo 01

A métrixban még szerepel olyan ) egyes (zéréjelben megjelolve)
amely az el6z8ekben nem szerepelt. Ez azt jelenti, hogy a sorban sze-
repld csticstdl az oszlopban szerepld csicsig (tehdr D-t6l C-ig) talalhatd
4, vagy ennél rovidebb 4t. Minthogy mi az 5 hosszlsigh utakat keres-
sitk, ezért folytassuk a métrixnak 6nmagival t6rtén6 szorzésit. Most
megszorozzuk az M 4 matrixot az M métrixszal, hogy megkapjuk az M5 -
ot, ami megmutatja, mely csdcsokat kot Ossze 5 és ennél rovidebb hosz-
szlsdgh at. A szorzds és helyettesités utdn a kovetkezd mitrixot kapjuk:

i

1
'

M) =

OO O -

Q
0

[ T A
D - —a = s
O b s =
O = s d o -
- e g =

A kapott métrix nem tartalmaz j 1-est, ugyanaz, mint az el6z6 M4
métrix. Itt abba kell hagyni a szorzast. Meg kell keresni a halmaz ha-
miltoni dtjir. Ez dgy torténik, hogy a mdtnixnak azon sordt toréljiik,
amelyben csupa 1-esek vannak, s toroljik a csicshoz tartozd oszlopot
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is. Ez annyit jelent, hogy az A csics mindegyik rdkovetkezd teviékeny-
séget megelbz, ez képezi az I. osztdlyt. Az A sordnak és oszlopénak tor-
lése utdn a kdvetkezd matrixot kapjuk:

B C D E F
B|jtr ¢+ v v 1
cit 1 1 11
Dty 1 1 1 1
3 I I S S
F{0O 0 0 0 1

Itt szintén tOroljiik az 1-eseket tartalmazd sorokat és a hozzdjuk tar-
toz6 oszlopokat. Ezek a B, C, D és E sorok. Ezek alkotjik a II. osz-
tdlyt. A megmaradt tiblizatban nincsenek 0-k. Az F képezi a IIIL
osztlyt.

Az osztilyokon beliil meg kell keresni a hamiltoni utakat. Az az
M35 mitnix sorainak és oszlopainak 4trendezésével torténik, amely e
munka keretén beliil nincs letisztdzva. Alkalmasabbnak litszik az osz-
tilyokra bontds elvégzése magin a grafon. Az osztilyok ugyanis Ossze
vannak kotve. A csoportok kozdtt most meg kell keresni azokat az uta-
kat, amelyek osszekotik az osztdlyok hamiltoni dtjait. Az 1. osztdlyt
csak az A képezi, a II. osztilyban a C, B, D és E képezi a hamiltoni
utat, a III. osztilyban csak az F van.

Ez azt jelenti, hogy a grifrél most leolvashatd, hogy a feltételeket
csak a kovetkezd sorrendben rakott tevékenységek elégitik ki: A, C, B,
D, E é F.
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A gyakorlatban sokszor jelentkezik olyan probléma, amelynél vala-
milyen gépen bizonyos atdllitdsi koltséggel vagy vdrakozdssal t5bb ter-
méket lehet el6allitani. Ilyen esetben a termékek megmunkaldsinak olyan
sorrendjét keressik, amely a legkevesebb 4tallitdsi koltséggel, vagy va-
rakozassal jar. Ilven esetben szintén alkalmazhaté Foulkes médszere.

Induljunk ki egy példabél. Ismert 6 terméknek egy adott gépen tdrté-
nd 4tdllitdsi koltsége, egy matrix alakjaban. Meg kell keresni a termékek
feldolgozdsinak sorrendjét, gy, hogy az 4tallitdsi koltség a legkisebb
legyen. A kovetkez8 matrix a ¢; (i, j=1, 2,..., 6) atdllitdsi koltségeker
tartalmazza:

A B CD E F
A |0 2 3 3 1 4
B |3 0 4 1 2 1
c |11 2 0 2 2 4
D |3 1 2 0 3 2
E 4 5 3 v 01
F 12 1. 2 3 4 0

Ebb6l a tdbldzathdl egy Gj tdbldzatot kell szerkeszteni, amelyre a ko-
vetkezd szabdlyt alkalmazzuk:

a) ha ¢ =rc;, az egyik koltség helyébe 0-t, a masik helyébe pedig
1-et irunk,

b) ha ¢; > c;, ac; helyébe irunk 1-est, ¢;; helyébe 0-t,

c) ha ¢;<cj;, akkor ¢;; helyébe irunk 1-est, c;; helyébe pedig nullat,

d) a {6 4tléra 1-eseket irunk.

A szabaly alkalmazdsa utdn a kdvetkez8 mdtrixot kapjuk:

A B CDEF
A (1 1 01 10
8 |01 00 ' O
cl/1T 1 1+ 1 1 0
Do v o0 1 0 1
E 12 0 92 1 7 1
SH1 v 1 0 0 9

Ezt a matrixot a tovdbbiakban ugyanigy kezeljitk, mint az el8z8 eset-
ben a grifot reprezentdlé mitrixot, tehit a Foulkes mddszer szerint
megkeressitk a grafon lev$ osztalyokat.

Most 1épésekbe foglaljuk a sorbarendezési problémara alkalmazhatd
Foulkes médszert:

1. lépés: A probléma tevékenységeit és azoknak Osszefiiggéseit graf alak-
jaban 4brizoljuk.

2. lépés: A grafor egy olyan M mitnix segitségével irjuk fel, amelynek
csak O és 1 elemei vannak, valamint annyi sora és oszlopa,
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amennyi csicsaa grafnak. A mitrixnak csak azon eleme lesz
1, amely két csies kozotti kapesolatot, illetve 1t 1étezésée jelzi.

3. lépés: A bizonyos M mitrixot megszorozzuk 6nmagdval Vgy, hogy a
Boole-féle szorzatot alkalmazzuk.

4. lépés: Az 1 és 1-nél nagyobb elemeket 1-gyel helyettesitjiik s igy
megkapjuk az M2 mitrixot.

5. lépés: A mitrix Snmagival vald szorzdsit legalabb (n—1)-szer vé-
gezziik el. Ahol az n a csicsok szdma, alkalmazva a 3. és 4.
lépést. A mitrix Snmagdval t6rténd szorzdsit akkor hagyjuk
abba, amikor a szorzds utin ugyanazt a mitrixot kapjuk, mint
a szorzds elott.

6. lépés: Meghatdrozzuk a grif osztilyait. Az osztilyokra bontis a ké-
vetkez8képpen torténik: az I. osztdlyt azok a cstcsok alkot-
jak, amelyeknek sordban csupa egyes taldlhatd. A estcshoz
tartozd sort és oszlopot tdroljik. A II. osztdlyba azon csi-
csok tartoznak, amelyek soriban a megmaradt métrixban csu-
pa 1-esek vannak. A csicshoz tartozd sort és oszlopot tordl-
jik. A kovetkezd osztalyokat is az el6z86 mddon hatdrozzuk
meg. A muveletet akkor fejezziik be, amikor a megmaradt
mitrix csupa 1-eseket tartalmaz. A sorokhoz tartozd csicsok
alkotjik az utolsé osztilyt.

7. lépés: Az osztilyokon beliil megkeressiik a hamiltoni utakat, Azt az
utat, amely minden csicson csak egyszer halad keresztiil, az
osztilyonkénti hamiltoni utak &sszegezése utin kapjuk. A
kapott hamiltoni Ut adja a tevékenységek keresett sorrendjét.

8. lépés: A hamiltoni Gt & az eredeti mdtrix alapjan kiszdmithatd az
Ossz atallivdsi koltség nagysiga.

2. Oszlopvektoros eljards

Az ¢l826 pontban ismertetett sorbarendezési problémit oszlopvektoros
eljarissal is megoldhatjuk.2 A tevékenységek Osszefiiggéseit itt is graf
alakjdban 4brdzoljuk, amelynek felirjuk a mdtrix reprezentdcidjit az
el6z8ckben ismertetett médon. A kapott maétrixon végezziik el a szd-
mitdsokat, Az eredetihez viszonyitva az eljirdst bizonyos szempontbél
médositottuk. A médositdst azért vezettiik be, mert megitélésiink szerine
nem alkalmazhaté minden gyakorlati példira. A médositds utdn véle-
ménylink szerint ez lehetvé valt. Mindenesetre ennek bdvebb & rész-
letesebb igazoldsa tovabbi kutatds célja marad. A mddositdsokat a meg-
feleld helyen fel is tiintettiik.

A grif mérrixreprezentdcidjinak oszlopvektorait Vi, Vs, Vo Vp, Vg

és Vp-fel jelsljiik. A matrix £ 4tléjdra az eredeti oszlopvektoros eljirds-
t6l eltér8en 1-eseket irunk.
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VA VB VC Vo Ve V¢ Vo V‘ VZ V3
Alr 1 1 0 1 o0 [4faf3 1@
Blo 1 1 1 1t 1 |si4|@]|0O
clo 1 1 0 1 o0 |3]3[|@]0
plo o o 1 1 1 |[3i{®@]|0 |0
Elo 1 0o o 1 1 [3|@®|0]0
Flo o o o o 1 |[@M|o]o]o

szint : oj1|2 |3
csucsok: | F e S A

Most meg kell hatdrozni a Vo vektor értékét, mégpedig a kiovetkezd
dsszeadassal:

VO=VA’VB.VC ’VD’VE‘VF
Az 8sszeadds eredményét a mitrix folytatisiban levd tdbldzatban
adjuk meg. A kapott Vo vektorban megkeressik a legkisebb szdmot.
Esetiinkben ez az 1-es, amely az F sordban van. Tehdt az F tartozik a
0 szinthez, ami annyit jelent, hogy nincs leszirmazottja, tehdt utolsd,

befejezd tevékenység. A tibldzatban a megfelel§ sorban bekarikdztuk
az l-est. Toriiljiik a csdcshoz tartozd sort és oszlopot, majd az 1. szint

megkeresésére kiszdmitjuk a Vi-et, dgy, hogy osszeadjuk a megmaradt
oszlopvektorokat:

'ﬂ:'\a"\Téo'v‘c'.'\B.VE

Az eredeti oszlopvektoros eljirds szerint a Vi vektort a kdverkez8-
képpen kaphatjuk meg:

V1=V5'V7=

Ez ? kiilonbség egyébként megegyezik az el8z8ekben kiszimitott Ssz-
szeggel.

Az Ssszeadds eredményée feltiintetjiik a tdblizatban, s megkeressik a
legkisebb szimokat. Ezek a D é E oszlopban vannak, Az 1. szintet a
D &5 E cstesok alkotjék, Toroljilk a hozzdjuk tartozd sort és oszlopot,

majd meghatdrozzuk a Va vektort, Ugy mint a megmaradt oszlopvekto-
rok Osszegéts

V;:‘V.A'TBOVE

vagyis az eredeti eljirds alapjin a V1 és az 1. szinthez tartozd oszlop-
vektorok kiilonbségét. A legkisebb szdmok a B és C soraban vannak,
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ezért ezek a csicsok alkotjdk a 2. szintet. A csicsokhoz tartozd sorokat
¢és oszlopokat t6roljik, s meghatdrozzuk a 3, szintet:

V3 = Va

A kapott szinteket forditott sorrendben szdmozva megkapjuk az I,
11, a III. és a IV. osztdlyokat illetve szinteket. Ezeket most a grafon
is feltiintetjiik, s meg is hatdrozzuk a hamiltoni utat.

i ~~
\
i ! ! ! -
[ A \ ' | [ Vd \\
Py I | | [-F
~ ! 1 /' -
i i
c \' E
\\Jl \\_,/
l o n v

Mint litjuk az osztilyokra bontds nem adott azonos eredményt a
Foulkes eljirissal kapott osztilyokra bontissal. Ez viszont nem aka-
dilya annak, hogy azonos hamiltoni utakat allapitsunk meg. Vagyis a
tevékenységekre azonos sorbarendezést kaptunk. A termékeker a kdvet-
kez6 sorrendben kell feldolgozni: A, C, B, D, E, F. A mddszert most
lépésekbe foglaljuk:

1. lépés:

2. lépés:

3. lépés:

4. lépés:

5. lépés:

6. lépés:

A probléma tevékenységeit és azoknak Osszefiiggéseit graf alak-
jaban 4brizoljuk.

A grifot egy olyan M mitrixszal reprezentdljuk, amelynek
csak O és 1 elemei vannak, valamint annyi sora és oszlopa,
amennyi csicsa a grafnak. A mdtrixnak azon eleme lesz 1,
amely két csics kdzotti kapesolat, illetve Gt létezésér jelzi.

—— .- -

Az M mitrix oszlopvektoraibdl megalkotjuk a Vo, V1, V,,. ..,

V. vektorokat, amelyeket az oszlopvektorok &sszegébdl ka-
punk meg.

A Vo oszlopvektor legkisebb eleméhez tartozd cstcs alkotja a
0 szintet.

A 4. lépésben meghatarozott csiics sordt és oszlopat toroljik.
A megmaradt matrix alapjan, attérve a 3. és 4. lépésre, meg-
hatdrozzuk a kovetkezd szinteker.

—— —— ——

A Vi, Vs, Vs,..., V, vektorok meghatdrozdsit addig végez-
ziik, mig van szabad oszlopvektor. Ha nincs, akkor a szinte-
ket forditott sorrendben szdmozva megkapjuk a grif osz-
talyait,
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7. lépés: Az osztilyokon beliill megkeressiik a hamiltoni utakat. Az
egész grafra vonatkozd hamiltoni utat az egyes osztilyok ha-
miltoni dtjainak osszegeként kapjuk, amely megmutatja a te-
vékenységek keresett sorrendjét.

3. Grafikus eljaras

Az osztilyokra bontds egy adott tevékenységi halén (grifon) kdzvet-
leniil is elvégezhet8.> Néha igen kényelmes megoldds, de az a grif el-
rendezésétdl ¢és tulajdonsagatdl fiigg. Induljunk ki az el6z8ekben ismer-
tetett problémabdl:

c E

Nem kell mdst tenni, mint lépésenként meghatdrozni az 8s nélkiili
csicsokat. Esetiinkben ez a csies A. Ez alkotja az [. csztdlyt. Ezt a
csticsot, valamint a belSle kifutd éleket elhagyva egy §j grifot kapunk:

Itt is megkeressiik az 8s nélkiili csicsokat, ezek a B és C. Ezek alkot-
jak a II. osztdlyt. Elhagyjuk a csticsot és a hozzd tartozd iveket, s a
kovetkez8 grafot kapjuk:

el

Az 8s nélkiili csdces itt a D, ez alkotja a III. osztalyt. A csics és a
hozza tartozé élek elhagydsa utin a kovetkezd grafot kapjuk:

3 D
A< N (T >F
NT~< ~
~ . — ~ i
-~ | -~ . ~
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Itt az E az &s nélkiili cstics, s a IV. osztdlyt alkotja. A cstics és élek
elhagyédsival csak az F csics marad, amelynek mar nincs leszdrmazottja.
Ez alkotja az V. osztilyt.

Mint l4ttuk, az el6zGekhez viszonyitva itt 6t osztalyt hatdrozrunk
meg. Ezek alapjin konnyen megallapithaté az a hamiltoni Gt, amely
minden csticson csak egyszer, de keresztiilhalad. A hamiltoni 4t ugyan-
az, mint amit az el8z8 pontokban hatiroztunk meg:
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Most hatdrozzuk meg a médszer 1épéseit:

1. lépés: A probléma tevékenységeit és azon Osszefiiggéseit graf alakja-
ban 4brizoljuk.

2. lépés: Meghatdrozzuk az 6s nélkiili csticsokat. Ezek alkotjdk az elsd,
mésodik stb. osztilyokat.

3. lépés: A grafban toroljik a 2. pontban kivélasztott s nélkiili csi-
csokat ¢és a hozzijuk tartozd Ossz iveket. Visszatériink a 2. és
3. lépésre, s addig ismételjiik, mig el nem fogynak az 6s nél-
kiili cstesok, illetve mig olyan csicsokhoz jutunk, melynek
mér nincsenek leszdrmazottjai.

4. lépés: A 2. lépésben meghatirozott 8s nélkiili csbesok alkotta oszta-
lyokban meghatirozzuk a hamiltoni utakat. Az Ossz graf ha-
miltoni tjai, az egyes hamiltoni utak 8sszege lesz.

4. Jobnson algoritmusat

Johnson algoritmusa olyan problémik megolddsira alkalmas, ame-
lyeknél a feladatot kell két egymast kovetd munkahelyen, mivelethez,
vagy tevékenységhez hozzirendelni. Munkénkban a médszer matematikai
indokl4sit nem tartottuk els8sorban feladatnak.

A médszert egy gyakorlati példin szeretnénk bemutatni. Legyen adott
A é B gép, i darab alkatrész, melyeket a gépeken kell megmunkdlni
A; és B; idS alatt. A feladat az, hogy meghatdrozzuk, milyen sorrend-
ben dolgozzuk fel a munkadarabokat, hogy a virakoz4si id8 minima4lis
legyen.
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1d8 (percekben)

muveletek A gépen B gépen
a 20 25
b 15 17
c 22 15
d 18 18
e 13 24
f 19 13
g 15 14

A megoldds menete a kovetkez: megvizsgdljuk a két mivelethez
szitkséges 1dOk tdblazatar és kivélasztjuk a legkisebb értéket. Ha ez az
érték az elsd gépen torténd mivelethez tartozik, akkor ezzel kezdiink,
ha méisodik gépen levd mivelethez, akkor ezzel fejezziik a miiveleteket.
Esetiinkben az f miveletet a B gépen lehet a legrovidebb idd alatt el-
végezni, tehat f-fel végziink. Az f sordt toroljitk a tiblidzatbél. Az e
mivelethez tartozé id6 szintén a legrovidebb, 13 de az A gépen, tehat
e-vel kezdiink, s toroljiikk sordt. A kovetkezd legkisebb érték a 14, ami
a g miveletnek a B gépen vald elvégzéséhez sziikséges, tehit a g az f-et
eldzi meg. Ezen szabily szerint a koverkezd sorrendet kapjuk: e, b, d, a,
¢, g, f. Az 4brin lathaté a muveletek elrendezése és tartama. Az Ossz
id6tartam 139 perc.

e b d . a c .9  t A gép

e b d a . ¢ . g f Bgeép
M 0 % W H o m o p g w w m i
idoskala

Jhonson médszerét a kovetkezd lépésekbe foglalhatjuk Gssze:

1. lépés: Megvizsgaljuk a két miveletre, illetve a két gépen szitkséges
idétarramokat, és az Ossz értékekbdl kivalasztjuk a legkisebbet.

2. lépés: Ha a legkisebb érték az els mivelethez tartozik (ill. az els6
gépen torténik), akkor ezzel kezdiink, ha viszont a misodik
miivelethez, akkor ezzel fejezziik a miveleteket.

3. lépés: Ezen mivelethez tartozd sort tordljik, és 4jb6l Arrériink az
1., 2. é 3. lépésre. Mindezt addig folytatjuk, mig el nem
fogynak a miiveletek.

4. lépés: A kapott sorrend alapjdn konnyen ki lehet szdmolni azt a
legrovidebb id6t, amely elegendd az ossz miveleteknek mind-
két gépen vald elvégzéséhez, illetve az 4tfutdsi idét.

A Johnson algoritmus kiterjeszthetd olyan problémik megoldasara,
melyeknél 3 gépen, munkahelyen, kell elvégezni bizonyos miiveleteket
minden munkadarabon. Erre az esetre most nem tériink ki.
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5. Index modszers

Tobb gép kozotti terhelés megosztiasira alkalmazhatd kozelitd eljards
az index mddszer is, amellyel elérhetd a termékek gyartdsinak olyan
sorrendje, hogy a gyartds ossz id6tartama a legkisebb legyen.

A médszert egy példin szeretnénk bemutatni. Legyen adott hirom
gép, mégpedig az 1., a IL. és a III. gép, s azoknak rendelkezisre 4llé
kapacitisa, valamint mindegyiken az A, B, C, D, E és F termékeknek
a gyartasihoz sziikséges id6.

gépek

termékek . I I

A 3 4 5

B 3 3 4

C 1 2 5

D 2 5 2

E 1 2 5

F 3 3 4
rendelkez.

allé 1d6 5 6 7

Ha a termékek adott sorrendben keriilnek feldolgozdsra, akkor az
egyes gépeket addig terhelik, mig teljesen ki nem haszndljdk a kapaci-
tasukat, s utdna attérnek masik gépre, s ott is ugyanezt tesztk. A rendel-
kezésre 4ll6 gépid6t természetesen nem lehet tillépni. A gépek Ossz ter-
helési ideje javithatd, ha osszehasonlitjuk az egyes termékeknek az egyes
gépeken torténd feldolgozasi idejét. Ez az &sszehasonlitds arinyok ki-
szamitdsa segitségével torténik. Mindegyik gydrtdsi id6t Osszehasonlit-
juk a legjobb gép terhelési idejével. A kovetkezd formula szerint:

birmely feldolgozési id6

index =
legjobb feldolgozasi idd

Uj tdbldzatot nyeriink, ahol az I. gépen sziikséges gyartasi iddket
vettitk alapul, mert az a legjobb gyartasi ideju gép.

Az 1. gép a legalkalmasabb mindegyik termék termelésére, éppen
azért, mert azon vannak a legkisebb termelési id6k. A médszer alkalma-
zdsakor a tSbbi gépen, esetiinkben a II. és a III. gépen, megkeressitk a
legkisebb indexeket, és az indexekhez tartozé termékekkel nem terheljiik
az L. gépet, hanem csakis a II. vagy a III. gépet. Egyforma index ese-
tén a rosszabbik gépet terheljiikk. Ellendrizziik a legjobb gépen megma-
radt termékek Ossz gyartdsi idejét, ami kisebb, vagy egyenlé kell hogy
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gepek
I I m

termeékek

4 (133) ((5) (1.66)
(3) (100) | 4 (1.33)

2 (200) ( 5 (5.00)
5 (2.50) |2 (1.00)
2 (200)|5 (5.00)
(3) (1.00)| &4 (1.33)

Mmoo O @>
w@u@ww

rendclk.

i3 ias| 3 | 7
{eihaszn.
138 z16 7

legyen az 8ssz rendelkezésre 4ll6 idonél. Ha ez nem teljesiil, akkor az
1. géprdl tovabbra is 4tvisszilk az egyes termdkek termelését arra a
gépre, melyen kisebb a megfeleld index. A termelési Gsszid6 itt 15 6ra,
a rendelkezésre 4ll6 6sszid6 pedig 18 dra. A moédszer azonban csak
szuboptimalis megoldast ad. Ugyanis a kapott megoldis, bizonyos meg-
fontolds utdin még mindig javithatd. Esetiinkben, ha az A terméket nem
a III., hanem az I. gépen, az F terméket pedig nem a II., hanem a III.
gépen gyartjuk, akkor még jobb &ssz idét érhetiink el. Ezt mutatja a ko-
vetkez6 tabldzat:

termekek ‘

mooo>»
w@w@w@ —

F
rendelkez.
alld idd 5 6
felhaszn.

Az 8ssz felhasznaldsi 1d6 most 14 6ra.

Azzai, hogy figyelembe vessziik, hogy a médszer csak szuboptimalis
megoldast ad, el kell ismerniink korlatolt lehet8ségét. Azonban aziltal,
hogy tobb gépen, t6bb munkdnak (terméknek) sorbarendezését meg le-
het oldani, leszdgezhetjiik, hogy a mddszer e szempontbdl igen elényés
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tulajdonsiggal rendelkezik. A médszer 1épései az elmondottak alapjdn

a kovetkezdk:

1. lépés: Az egyes gépeken megadott gyartdsi id8k alapjdn, a degjobb
gép gyartisi idejét véve alapul kiszdmoljuk a gyartdsi iddk
indexeit, Ugy, hogy az egyes feldolgozdsi idSket elosztjuk a
legjobb gép feldolgozasi idejével.

2. lépés: A legjobb gép kivételével a kdvetkezd gépeken megkeressitk a
legkisebb indexeket.

3. lépés: A kijelolt termékeket a legjobb géprél a tobbi gépre visszitk
at, oda, ahol legkisebbek az indexek. Egyforma index esevén
a terméket a rosszabb gépre vissziik at.

4. lépés: A legjobb gép Ossz rendelkezésre all6 ideje nem léphetd 4t
ezért a 2. és 3. lépést addig ismételjitkk, amig annak felhaszna-
lasi ideje kisebb vagy egyenl® az 6ssz idGvel. Természetesen a
2. és 3. lépés ismétlésekor a mar elrendezett termékek idejét
nem vesszik figyelembe.

6. Graham algoritmus®

A Graham algoritmus olyan sorbarendezési problémiak megoldasira
alkalmas, melyeknél m gépen n miveletet (munkadarabot) kell sorba-
rendezni gy, hogy az Ossz munkadarab feldolgozdsa a legrovidebdb id6
alatt késziiljon el. Legyen adott A, B, C, D é E gép, melyeknek kii-
16nb6z6 Aatfutdsi ideji miveleteket kell elvégezni. Mindegy, hogy me-
lyik gépen végezziik el az egyes miveleteket. Az egyes miiveleteket je-
16ljiik di-vel (i = 1, 2, ...n), s értékiik legyen:
di=3, do=1, d3=4, ds=2, ds=4, de=3, d71=2, ds=1, do=3, dio=2.

A feladat megolddsakor ki kell valasztani egy tetszbleges k éntéket
(0<k<n) s az adott atfutdsi idékbdl az elsd k leghosszabbikit. Legyen
a k adott esetben 6. Igy most az elsé 6 leghosszabb 4tfutdsi id8: ds=4,
ds=4, d1=3, dée=3, ds=3, d1=2. A kivilasztott k munkadarabot az
n gépen sorbarendezziik, adott esetben az elsé 6 kivalasztort 4tfutdsi
id6t az A, B, C, D é F gépeken. A megmaradt n-k munkadarabot, a
dy, d7, ds, és 1010 idBket tetszblegesen csoportositjuk a gépeken. Arra
azonban vigyazni kell, hogy ne legyen gép, amely nem dolgozik, és ne
legyen olyan munkadarab, amely ne keriilt volna feldolgozdsra. A fel-

"7

adat megoldasit a kovetkezé dbra mutatja:

A s
B M SN -
c dy 'dlﬁ‘
D JGe ,  , do |
E p—to. i,
1 2 3 4 5 § 6sszidd 6 dra




A kapott Ossz atfutdsi id6 szuboptimdlis eredmény. Ugyanis a méd-
szer szuboptimalis eredményt ad, amely bizonyos megfontolasok alapjin

javithatd, de optimumnak is elfogadhatd. A javitdskor az el6z6t8l jobb
megolddst kaphatunk:

ds d2
A A A A 4 4

d
B N LD
c N L A

d d
5 L9 L dp
E 2 d? + dj ’]

-
1 2 3 4 % 6ss2idd 5 dra

A mddszer eldnyét messzemenlen biztositja azon tulajdonsdga, hogy
lehetGség van nagyszdmul gépen nagyszimd munkadarab sorbarendezé-
sére.

A médszer 1épésekben Gsszefoglalva a kovetkezd:

1. lépés: TetszBleges k-ra (0<k<n) kivalasztjuk a {d;} (i=1, 2, ... ,n)
atfutdsi idSk halmazibdl az els6 k leghosszabb Atfutisi idSket.

2. lépés: Az m gépen, a k munkadarabhoz kivalasztjuk az optimilis
csoportositast, tetszOleges médszert alkalmazva.

3. lépés: A fennmaradé n-k munkadarabot tetszOlegesen csoportositjuk
a gépen, egyediil csak arra vigydzva, hogy ne legyen gép,
amely nem dolgozik, s ugyanakkor ne legyen olyan munka-
darab, amely még nem keriilt gépre.

4. lépés: A kapott megoldist, ha lehet, javitjuk vagy optimilisnak fo-
gadjuk el.

7. Egy uj sorbarendezési algoritmus

A mbdszer a Graham algoritmusra timaszkodik, azzal a kiilonbség-
gel, hogy itt az egyes lépések szigoribb kovetelményeknek tesznek ele-
get, s eziltal végeredményként mir nem javithaté optimilis megoldast
kapunk. A médszer m gépén n mivelet (munkadarab) sorbarendezésére
alkalmas. A médszer kiilondsen alkalmas olyan problémik megolddséra,
melyeknél az n az m-nél néhanyszor nagyobb. Legyen szintén adott A,
B, C, D és E gép, s 10 termék atfutasi ideje: di=3, do=1, ds=4, da=2,
ds=4, dé=3, d1=2, ds=1, dv=3, diwo=2. A feldolgozis sorrendje nem
lényeges, az Ossz atfutdsi id6t kell minimalizdlni. A megoldasi menet el-
s0 lépéseként ki kell valasztani annyi munkadarabot, ahdny gép wan,
esetiinkben m=5, de a legnagyobb 4tfutdsi idSkkel. A kivalasztott mun-
kadarabokat szétosztjuk, Ggy, hogy minden gépre jusson egy. A meg-
maradt 4tfutdsi id6kbd! szintén kivalasztjuk a kdvetkezd m legnagyob-
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bikat. A gépekre torténd szétosztds most a kdvetkezd elv alapjén torté-
nik: a legnagyobb 4tfutdsi idejii terméket arra a gépre irdnyitjuk, ame-
lyen az el6z8 termék (vagy termékek) befejezési ideje a legkisebb. Ezt ad-
dig végezziik, mig a masodik m munkadarabot is elrendeztiikk. A meg-
maradt munkadarabok 4tfutdsi idejéb8l most szintén kivalasztjuk a ko-
vetkez0 m legnagyobbat, s az el6z6 elv alapjin terheljiik a gépeket.
Esetiinkben az els6 m=5 legnagyobb 4tfutdsi id6k a kovetkezdk: ds=4,
ds=4, di=3, de=3, do=3.

ds

Mmoo @ >

A kovetkezd 5 Atfutdsi id8: da=1, di=2, d-=2, dr=1, din=2. Ezen
dtfutdsi idOket a koverkezOképpen rendezziik el:

dy d;
A N —rt ,'L — —
B :5 4 d: d’ﬂ
c A J : l‘
D d§ 1 d7 2
L 2 5 % &sszidé 5 éra

A kapott befejezési id6 nem javithatd. Az optimdlis befejezési 1d6
egyébként megegyezik a Graham mddszer alkalmazisival kapott opti-
miélis id&vel.

Az algoritmus épései a kovetkezSk:

1. lépés: A {di} (i=1, 2, ..., n) 4tfutdsi id6 halmazibél kivalasztjuk
az els6 m leghosszabb 4tfutdsi iddket.

2. lépés: Az m gépen csoportositjuk a kivilasztott m munkadarab 4t-
futdsi idejét.

3. lépés: A fennmaradé n-m munkadarab kézill kivalasztjuk a kovet-
kezd m legnagyobb 4tfutdsi idSket.

4. lépés: Ezen kivilasztott id8ket 1igy csoportositjuk az n gépen, hogy
a legnagyobb 4tfutdsi id6t arra a gépre irdnyitjuk, amelyen az
eddigi termékek Ossz ideje a legkisebb. A sorba rakott id6t,
valamint a gépet toroljitk, s 4jbél alkalmazzuk a csoportra a
4. lépés elvét.

5. lépés: A megmaradt n-2m, n-3m, ... munkadarab koziil kivalaszt-
juk a kovetkez6 m munkadarabot, majd Attériink a 4. 1épés-
re. Ezeket a lépéseket addig ismételjiik, mig el nem fogynak
a munkadarabok.

6. lépés: Az dbra alapjin kiszdmoljuk az Ossz atfutdsi idét.
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8. A sorbarendezési médszerek ésszebasonlitisa és
osszebasonlitasi kritériumai

A kovetkez6kben megadjuk a sorbarendezési mddszerek Osszehasonli-

tasira alkalmazot: kritériumokat, s feltiintetjitk a kritériumokon beliili
intenzitdsokat. Természetesen ezzel nem meritettiik ki az Osszehasonlitdsi
kritériumokat, mert ahhoz részletesebb kutatdsra lett volna sziikség.

1.

Az adatgyQjtéskor sziikséges befektetés szintje (1d6, munka és egyéb
befektetés)

— csekély

— kozepes

— sok

Az adatrendezés és modellezés igénye (el8zetes tudds szempontjibél)
— el6zetes tudist nem igényel

— elézetes tudést igényel linedris algebrabdl vagy grifelmélechdl
— részletes tudast igényel linedris algebribdl és grifelmélerbdl

. A modszer alkalmazisinak feltétele és kdvetelménye

— nem igényel tuddst linedris algebribdl és grafelméletbdl
— kozepes szintll tuddst igényel linedris algebrdbél és grafelméletbdl
— magas szintl tuddst igényel linedris algebrabdl és grifelmélecbdl

. Alkalmazisi lehetGség altaldnossig szempontjabél

— szlik (n termék 1 gépen torténd sorbarendezése)
— kozepes (n termék 2 gépen tdrténd sorbarendezése)
— igen széles (n termék vagy miivelet m gépen valé sorbarendezése)

. Alkalmazisi lehet8ség alkalmazisi teriilet szempontjibél (kozgazda-

sig, gydrtdsi sorok, munkaszervezés, szociolégia, bioldgia, politika
stb.)

— sziik

— kozepes

— igen széles

A feldolgozis jellege (gépi, kézi vagy mindkét feldolgozds szdmitds-
ba johet)

— csak kézi

— kézi és gépi

csak gépi

szdmitds terjedelme az optimumhoz jutdsig

kevés szadmitast igényel

— kozepesen sok szadmitdst igényel

— sok szamitast igényel

Az eredmény pontossiga

— a megoldas csak kozelitd, a kovetkezd lépésben javithatd

— az eredmény kozelité megoldis

— megkapjuk a megbizhaté optimumot (pontosan meghatirozott
hibakorldttal)

| >

. Az eredmény struktirija

— kizérélag csak a sorbarendezés eredményét kapjuk meg
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— az optimdlis sorrend mellett mas informacidk is levezethet8k

— az optimilis sorbarendezés mellett még mis eredményt is kapunk
10. A megoldds menetének tulajdonsiga

— a megoldis menete kozben heurisztikus dontésre van sziikség

— a megoldas folyamin nincs szitkség heurisztikus dontésre.

Zaroszé

Munkinkban ismertettitk a gyakorlatban jelentkezd sorbarendezési
problémakra viszonylag nehézség nélkiil alkalmazhaté megolddsi mod-
szereket, illetve algoritmusokat. A mddszereket dgy ismertettik, hogy a
miiszaki vagy gazdasigi szakemberek azonnal alkalmazni is tudjak
Sket. Ezért mellztilk a matematikai bizonyitidsokat ¢s levezetéseket,
ezeket megtaldljuk az irodalmi utaldsokban. Természetesen nem meritet-
tik ki az Osszes modszerek leirdsit. A szakirodalomban azonban erre a
témira ritkdn taldlunk megfelelé anyagot. Munkinkban minden médszer-
nél megadtuk a lépéseket, amelyek folytdn az alkalmazis bizonyos
szempontbdl egyszerliibbé vilik. A mddszerek és algoritmusok bemutaté-
sa mellett a munka tartalmazza még a feldolgozott sorbarendezési méd-
szerek Osszehasonlitdsit. Tekintettel arra, hogy a mddszerek kozdtt al-
kalmazhatdsdg, szamitasi igény, elGzetes tudds vagy egyszerliség szem-
pontjabdl igen nagy kiilonbség van, igy az osszehasonlitd tibldzar meg-
szerkesztését igen fontosnak tartjuk. Az Osszehasonlitd tdbldzat alapjit
azok a kritériumok képezik, amelyek szerint a moddszerek Gsszemérhe-
16k, s amelyeket a kritériumok els6sorban min6ségi szempontbdl jelle-
meznek. Természetesen nem allitjuk, hogy a viszonylagos Osszehasonliti-
si kritériumoknak szdma és tartalma nem valtoztathatd. S6t tovibbfe;j-
lesztésiik és bdvitésitk fontos és érdekes feladat.
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Rezime
Nekoliko metoda vremenskog rasporedivanja

U svakodnevnoj ekonomskoj praksi &esto se javijaju problemi vremenskog
rasporedivanja aktivnosti. Za ove probleme je karakteristiéno da se aktivnosti
mogu realizovati u razlititom redosledu, ali koji treba da zadovolje unapred
postavljene zahteve. Postoje razliditi metodi za refavanje problema ovakvih
vrsta, ali nije svaki metod podjednako efikasan za svaki problem vremenskog
rasporedivanja. U ovom radu je dat kratak prikaz, kao i kraéi postupak re-
$avanja nekoliko algoritma. Za njihovu primenu nije potrebno detaljnije ma-
tematidko-struéno znanje. Zatim u jednoj tabeli obuhvaéeno je relativno vred-
novanje metoda na bazi uporedivanja istih, kao i njihova klasifikacija.

Summary
Some Methods of Time Distribution

In economic practice, often appears the problem of time distribution. The
major characteristic of this problem is that the activities can be realised in
different order. There are few methods of putting the activities in order,
each of them is equeally statisfactory. This work gives a brief outline and short
proccess description of algorythm solvation. Their application doesn’t demand
special mathematical and professional knowledge. There is a list of relation.
valuation of methods, and their classification.
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