Kreko Béla

U] MODSZER AZ OPTIMUMSZAMITASBAN

Még két éve sincs annak, hogy az 1djsigiréi fantdzia a kelleténél nagyobb
mértékben keltette fel a kdzvélemény érdekldését egy olyan matematikai elji-
rissal kapcsolatban, amelyet elliptikus médszernek szoktak nevezni.

Az események hétterében az a tény ill, hogy L. G. HACSIJAN szovjet
matematikus 1979 februdrjiban kozzétett egy 1) algoritmust a linedris progra-
mozisi feladatok megoldasara. A kézlemény mindjirt felkeltette a szakemberek
érdekl6dését, és ennek nyomin elég széles korben indult meg az Gj eljiras
vizsgilata. Erre anndl is inkdbb sziikség volt, mert a szerz6 az emlitett, lényegé-
ben csak a bejelentést célzé cikkében nem adta meg a matematikai indoklast.
(A legfontosabb irodalmi adatokrél a cikk végén talilhaté jegyzék nyujt tdjé-
koztatdst.) A matematikusok el6tt tehdt a dolog mér tivolrél sem volt ismeret-
len, amikor az iiggyel a napi sajt6 is elkezdett foglalkozni. S amint ilyenkor
gyakran megtorténik, az Gjsigirdk inkibb az olvasék fantizidjanak felcsigizasa-
ra, mintsem a kérdés reilis megitélésére torekedtek. Nem lehetiink biztosak
abban, hogy ezzel j6 szolgilatot tettek ennek a kétségteleniil jelent8s vallal-
kozisnak.

A jelen cikknek az a célja, hogy valés képet nydjtson az olvasénak.

1. A mddszer alapgondolata

Az elliptikus algoritmus tulajdonképpen arra ad lehetdséget, hogy segitsé-
gével megkeressiik egy adott linedris egyenl6tlenség-rendszer valamelyik lehet-
séges megoldisit. (Feltéve természetesen, hogy ilyen megoldis egyaltaliban
létezik.) Az eljiris lényegére egy egyszerii példa segitségével is kdnnyen ravila-
githatunk. E cél érdekében tekintsiik a kovetkezé feladatot:

(H) 3x,—5x,=-20
(Hz) —3X|—2X2=— 6
(Hs) x= 7

* Els6sorban arra a cikkre gondolunk, amely a NEW YORK TIMES cimoldalin jelent meg 1979
novemberében: *A SOVIET DISCOVERY ROCKS WORLD OF MATHEMATICS”
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E feladat kénnyen megoldhaté elemi eszkdzdkkel is, de az elliptikus médszer
bemutatisa érdekében ezeket az eszkzoket most nem vessziik igénybe.

Az algoritmus azzal kezd8dik, hogy megnézziik, megoldist jelent-e az origé,
azaz az x,=0 pont. Mivel az x,=0 és x,=0 helyettesitéssel mir az els6 egyenlot-
lenségnél ellentmondisra jutunk, megéllapithatjuk, hogy az x, vektor nem ad
megoldast. A kdvetkezd 1épés abban ill, hogy az origébél, mint kézéppontbdl,
huzunk egy olyan kort, amely biztosan tartalmaz legaldbb egy megoldast. Ha
a sugarat elég nagyra valasztjuk, ilyen kor mindig taldthatd, hacsak a lehetséges
megolddsok halmaza nem iires. Annak vizsgilatiba, hogy e sugdr hosszit
hogyan kell megvélasztani, itt nem bocsatkozunk, csupén arra a tényre szorit-
kozunk, hogy az R=5 &sszefiiggésnek megfeleld Eq kor eleget tesz a kikStések-
nek.” Az Eq kort és a (H;) egyenlStlenséggel megadott félsikot az 1. dbra
szemlélteti. o
%

y
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A félsik hatdrvonaldt a 3x;—5x,=~20 reldcié6 meghatirozta egyenes képezi.
Ez az egyenes az E kort az A; és az A, pontban metszi. S ha ezt az egyenest
onmagdval pirhuzamosan eltoljuk, a H’; szimbélummal jel6lt érint8hoz jutha-
tunk, amely az Eq kort az A; pontban érinti.

A kodvetkezd 1épésben meg kell keresniink azt a minimalis teriiletd E, ellip-
szist, amely egyrészt keresztiilmegy az A;, A,, A; pontok mindegyikén,
misrészt pedig a H’; egyenessel ugyancsak az A; pontban érintkezik, A szimi-
tasok szerint az E; kzéppontja az
-2
3,4
vektornak megfelelé pont.” Mivel ez a (H,) egyenl8tlenséget még nem elégiti
ki, az el8bbi eljirdst - timaszkodva a 2, dbrara—

=

* Az R az E; kor sugarit jelenti.
* A szimitdsokat egy tizedes jegyre terjedd pontosiggal végeztiik.
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megismételjiik. A (H,) egyenlStlenséghez tartozé félsikot a —3x;—2x,==6
egyenldség altal meghatirozott egyenes hatirolja. Ez az egyenes az E|-et az A4 és
az A;s pontban metszi, a H’,-vel jel6lt értinté pedig az E,-et az A, pontban érinti,
Most olyan 1, minimailis teriilet(i ellipszist kell konstruilni, amely dtmegy az
elébbi hirom ponton, s amelyet a H’, egyenes ugyancsak az A, pontban érint.
E kdvetelményeket —a szdmitisok szerint — teljesiti az az E, ellipszis, amelynek
kozéppontja

_0
4,5

X2

Kénnyen meggydz8dhetiink arrdl, hogy ez mir kielégiti mind a hirom egyen~
16tlenséget. Feladatunkat ezzel meg is oldottuk.

Lényegében ugyanerrdl van sz6 az 4ltaldnos esetberi is, A magasabb dimenzi-
6ji terekben persze eleve le kell mondanunk a szemléltetésrdl. Az egyes egyen-
Iotlenségeknek megfelel halmazok hatirit nem egyenesek, hanem hipersikok
képezik, az ellipszisek szerepét pedig ellipszoidok veszik at. A mddszer alap-
gondolata azonban viltozatlan marad. Alkalmasan megvilasztott ellipszoido-
kon keresztiil mindaddig folytatjuk a szimitdsokat, amig olyan ellipszoidhoz
nem jutunk, amelynek kézéppontja mir minden egyenlStlenséget kielégit.
Bebizonyithaté, hogy ez véges szimu lépésben elérhets, amennyiben a feladat-
nak van megoldisa.
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2, Az algoritmus leivdsa

S most megadjuk az algoritmus formalis leirasit, mellézve a részletes mate-
matikai indokoldst.* Itt csupin az a célunk, hogy érthetvé tegyiik az eljirds
»»mikodésér”,

Tegyiik fel, hogy az

ey Ax = b

osszefiiggéssel megadott egyenlStlenségrendszerrdl van sz6, amelybenaz A egy
adott m.n tipus métrix, a b pedig egy adott m-elemii vektor, Az x az n-dimen-
zi6s euklidészi tér birmely olyan pontja lehet, amely kielégiti az (1) alatti rel4-
ci6t. Eleve feltessziik, hogy az [A, b] métrix elemei mind egész szimok, Ha az
eredeti feladat paraméterei a racionilis szimtesthez tartoznak, ez a kévetelmény
mindig biztosithatd. A trivialitisok elkeriilése végett feltessziik azt is, hogy az
[A, b] mitrixnak nincsen olyan oszlopa, az A-nak pedig nincsen olyan sora,
amelyben minden elem 0 lenne. Azon x vektorok halmazit, amelyek kielégitik
az (1) alatti.egyenlStlenséget M-mel fogjuk jeldini. Az a feladat, hogy hatiroz-
zuk meg az M egyik elemét,

Ha a b-nek nincs egyetlen negativ komponense sem, akkor az x=0 vektor
maris megoldast jelent. Ellenkezd esetben azzal folytatjuk az eljirdst, hogy
megkonstruiljuk az

2 —5xx =1

osszefiiggésnek megfeleld Eq halmazt.** Az E, olyan n-dimenzids gombot jelent,
amelynek a sugara R, Az R-et gy kell megvilasztani, hogy ez a gdmb minden-
képpen tartalmazzon M-beli elemet, amennyiben az M nem iires. Be lehet
bizonyitani, hogy az alibbi elgondolis célhoz vezet:

Elészor is képezzitk az [A, b] matrix oszlopvektorainak euklidészi normdit.*
Legyenek ezek rendre az

[ A -
al!ali"'aamg

skaldrok, amelyek az adott kikdtések mellett mind pozitivok. Ezutin e normik
segitségével definialjuk az

R=n‘ii,... a,,B+1

* A matematikaban kell§ jirtassiggal rendelkez8 olvasé szimira az irodalomjegyzékre utalunk.
** Az x*x oszlopvektor transzponiltja, Igy az x* x az x vekrornak 8nmagival alkotott skaléris
szorzatdt jelenti.
¥ Valamely a vektor euklidészi normdjin az Va™a skalirt értjiik, Ha az 2 nem nullvektor
akkor ez a skalir pozitiv.
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elbirisnak megfeleld pozitiv valés szimot. Ez az R mér biztosan megfelel a kitii-
zott célnak.

Az elGbbiek alapjan egy kozbeesd — itt a k indexszel jel6lt ~ itericié tirgya-
lasanal mar ismertnek tételezziik fel az

(3) ' (x-x) Bl(x—x) = 1

formulaval definialt E; ellipszoidot, ahol az xy az ellipszoid kézéppontja, a P
pedig az ellipszoid alakjit meghatirozé pozitiv definit matrix. Feltessziik azt s,
hogy az xy nem eleme az M-nek, az E, mindazonaltal tartalmazza mindazon
M-beli elemeket, amelyek bennefekszenek az Eq-ban is. Az induliskor k=0,
%0=0 és P,=R’E, ahol az R az elébb definiilt pozitiv skalir, az E pedig az
egységmaitrix szimbéluma.

Az itericié lebonyolitisinal az az elsé teendSnk, hogy meghatirozzuk min-
den i=1, 2, ..., m indexre nézve az

hinyados értékét, ahol az ajaz A maitrix i-edik sorvektorit, a b; pedig a b vektor
i-edik komponensét szimbélizilja. E hinyadosok koziil azutin kivilasztjuk
a maximilisat, amelyet dy-val fogunk jelolni. Ha ugyanekkor a megfelel$ a}
vektort egyszertlien a*-val, a b; komponenst meg b-vel jelsljiik, akkor

a'x-b

X & Va'Pia
A dy az x; pontnak az a*x=b egyenlettel megadott hipersiktdl valé tivolsigit
jellemzi, Igy a di meghatirozisa gy interpretilhaté, hogy az ei(Ax=e1b alaku
egyenlSségek: altal meghatirozott hipersikok koziil kivélasztjuk azt amelyik
legtivolabb fekszik az xy ponttél. Mivel az xy az (1) dltal képviselt egyen-
16tlenségek koziil legalabb egyet nem teljesit, biztosak lehetiink abban, hogy

d >0

Az a kérdés azutin, hogy a dy mekkora pozitiv szim, a tovibbi vizsgilatok
szempontjibd] alapvetd jelentdségi.

a/ Ha torténetesen dy > 1, ez azt jelenti, hogy az indulé E, ellipszoid tu-
lajdonképpen egyetlen M-beli elemet sem tartalmaz. Ez azonban csakis akkor
kovetkezhet be, ha a feladat nem oldhaté meg, azaz M=@. A di > 1 esetben te-
hit az algoritmust azzal a megillapitissal fejezhetjiik be, hogy az adott feladat-
nak nincs megoldisa.

b/ Ha dy=1, akkor arrél van szé, hogy a tovabbi vizsgilatoknal csupin az

*Azei[0,...,1,...,0]vektor az i-edik egységvektor.
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€)] Xk = Xk m Ba

pont johet széba. Ha ugyanis az Eq tartalmaz M-beli elemet, akkor az a jelen
esetben csupin az %, pont lehet. fgy mir csak annak a vizsgilata van hitra,
hogy teljesiil-e az A%, = b relicié, vagy sem. Ha teljesiil, akkor az % eleme az
M-nek, ha azonban nem teljesiil, akkor az M halmaz iires. fgy az algontmus
mindenképpen befejezédik.

¢/ Ha di < 1, akkor az E,, s igy az E; is, tobb M-beli pontot is tartalmaz-
hat. A feladat most az, hogy hatirozzunk meg egy minimilis térfogatd Ey,,
ellipszoidot, amely az el6bb emlitett pontokat ugyancsak tartalmazza. A vizsga-
latok szerint az j ellipszoid kozéppontja az

h
(6) X1 =%~ ——= Ra
a'Pea
vektor, ahol
_ ndy+1
@) by = n+1

Ha az xy,, kielégiti az Axc,; = b el6irist, akkor azzal a megillapitissal,
hogy az xy., megoldasa a feladatnak, az algoritmust befejezettnek tekinthetjiik.
Ellenkezé esetben meg kell hatirozni az Ey., ellipszoidhoz tartozé R4,
mitrixot is. E mitrixot a

1 2h,
(8) B= =2 [h W (Ka) (&a)]
formula szolgiltatja, ahol
n-1 1

Ezutdn ratérhetiink a kévetkez6 itericidra.
Felmeriilhet még a kérdés; Mi biztositja az algoritmus végességét? A felelet
a kovetkez6: Ha az algoritmus nem fejez3dnék be a

4(n+1)*-1n(nR) kifejezésnek megfeleld
szami iteraci6 lebonyolitisa utin, akkor biztosak lehetiink abban, hogy a fela-
datnak nincs lehetséges megoldisa.
Az eljiras tehat mindenképpen véges.
Ezzel az algoritmus leirdsit be is fejeztiik.

3. Mire haszndlbaté az elliptikus modszer?
MindenekelStt linearis egyenldtlenség-rendszerek megoldisira. Ez mar on-
magaban véve is széles korid alkalmazisi lehetdséget biztosit. Legfontosabb

alkalmazisi teriiletének azonban most is a lineiris programozisi feladatok
megoldasit tekintik.
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Konnyen megmutathatd, hogy birmely linedris programozisi feladat meg-
olddsa visszavezethetd egy alkalmas egyenlStlenségrendszer megolddsira,
Tekintsiik ugyanis a kovetkez feladatot:

=0
=D

C*X —» max

Mint ismeretes, ehhez ~ az un. primilis feladathoz — az aldbbi duilis feladat
tartozik:

u=0
vA=¢r
uw'b— min

A dualitasi térelek értelmében a két célfiiggvény kapcsolatit a

A

cx=uwb

relicié jellemzi, ahol az x birmely lehetséges megolddsa lehet a primilis
feladatnak, az u pedig barmely lehetséges megoldisa a duilis feladatnak. Egyen-
16ség csakis olyan (x X0, o) vektorpir mellett johet létre, ahol az x, a primilis
feladatra nézve, az y, pedig a duilis feladatra nézve optunahs megolddst
jelent. Az elmondottakbdl kovetkezik, hogy az

x=0u=Q
Ax=DH
'—A‘l_lg_
bu-¢x=0

egyenlStlenség-rendszer birmely lehetséges megoldisa optimailis megoldist
szolgaltat mindkét duilis feladatra nézve. S az elliptikus médszer éppen arra
nydjt lehetGséget, hogy meg tudjuk hatirozni egy adott lineiris egyenlStlen-
ségredszer valamelyik lehetséges megoldisit.

Mcg;egyezzuk hogy szimitédstechnikai szempontbol az el5bbinél gazdasa—
gosabb utat is lehet talilni a linedris programozési feladatok megoldisara. S mi-
vel birmely hiperbolikus programozissal kapcsolatban lehet szerkeszteni egy
vele ekvivalens linedris programozisi feladatot, viligos, hogy a hiperbolikus
probléma is megoldhaté az elliptikus médszerrel.

Folynak a vizsgilatok a tekintetben is, hogyan lehetne az elliptikus eljiris
hatékorét egyéb matemetikai programozisi feladatok megoldisara is kiterjesz-
teni. Ilyen vizsgilatr6l ad szimot pl. az [5] alatti tanulminy.
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4. A méodszer értékelése

Elméleti szempontbél az elliptikus médszer kétségteleniil nagy jelentéségii.
Szamos teoretikus problémit magasabb szinten old meg, mint a matematikai
programozis egyéb eljirisai. Az ezzel kapcsolatos megjegyzéseinket két pont-
ban foglalhatjuk 6ssze:

a/ Az elliptikus médszer bizonyitottan polinomiilis algoritmus. Ez végsé
fokon azt jelenti, hogy a végrehajtis sorin felmerilé elemi miiveletek szima
a feladat paramétereinek felirisihoz sziikséges binaris kédok sziméinak poli-
nomiilis fiiggvénye. A szakemberek jé! tudjik, hogy az algoritmus alkalmazisa
szempotjibél ez igen elényos tulajdonsig. A matematikai programozis ismert
algoritmusai kéziil szdmos eljirds nem iendelkezik ezzel a sajitossiggal.

b/ A numerikus stabilitds az elliptikus algoritmusnil elvben eldéntott kér-
désnek tekinthetS. Ezzel szemben az dltalinosan ismert szimplex médszernél
a stabilitds kérdésére még nem tudunk egzakt feleletet adni.

A gyakorlati alkalmazisokat illetéen méir mids a helyzet. Ezt legjobban
akkor tudjuk megitélni, ha az 6sszehasonlitisnal a szimplex médszert vesszitk
alapul. Taliltak ugyan olyan speciilis feladattipusokat, amelyeknél az ellipti-
kus algoritmus gyorsabban vezet eredményre, mint a szimplex médszer, iltala-
nosan szemlélve azonban a kérdést, azt dllithatjuk, hogy az elliptikus médszer
hatékonysiga még tivolrdl sem kdzeliti meg a szimplex médszer hatékonysa-
git. Ennek két alapvetd oka van:

a/ Az induldsnil szereplé R sugir a tapasztalat szerint olyan nagy szim,
hogy t6bb nagysigrenddel haladja meg a sziikséges mértéket.

b/ A konvergencia a gyakorlatban felmerilt feladatoknal rendkiviil lassinak
bizonyult.

E nehézségek kikiiszobolésére szimos kisérlet tortént mir, de folynak
a prébilkozasok ma is. Reilis a remény, hogy a kutatdsok kelld eredménnyel
fognak jérni.
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Summary
New method of Optimization

In the past few years, both professional and daily news, magazines have been occupied
more or less with Hacsijin’s new method of optimization, socalled elliptical method.
This article is to give a realistic picture of this circle of problems. Serving this interest
it gives. the algorithm and information on the effectiveness of this method as well as
possibilities of application. For those who want to get deeply involved with the problems
there is a list of literature and instructions.

Rezime
Novi metod u izraéunavanju optimuma

U zadnjih godinu 1 po dana, strutno javno mnenje, kao i dnevna $tampa, mnogo se
bavila, novim naginom izraéunavanja optimuma, koji je razvio HACIJAN, sa tzv. elip-
titnim metodom. Cilj ovog élanka je, da pruZa realnu sliku o &itavoj toj problematici.
U tom cilju opisuje se algoritam, daje se obavetenje o efektivnosti i moguénosti korisce-
nja postupka. Za one, koji i dalje Zele da se pozabave sa ovom problematikom dublje,
daje se na kraju &lanka spisak literature i potrebna uputstva.
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