Kollar Laszlé

A DINAMIKUS PROGRAMOZAS ALKALMAZASANAK
LEHETOSEGEI

1. ELOSZO

Ma mir a gazdasigi kérdések feldolgozasakor fokozottabban alkalmaz-
z4k az operdcidkutatds mddszereit. Persze csak akkor, ha valjaban fel-
ismerik az 4ltaluk kindlt lehet8ségeket.

Olyan ismeretek birtokdban kell lenniink, hogy a gazdasigi életben
felmeriilé kérdéseket — az adottsigok méltinyoldsival — matematikai
mbdszerekkel is megoldhassuk.

Az -opericidkutatisnak jelentds szakirodalma van, feltdnd azonban,
hogy a szerbhorvdt és a magyar nyelven megjelent szakkdnyvekben a
dinamikus programozis — talin éppen azért, mert 1) elmélet — nem
kapott mélté helyet.

Mirpedig az elmélet alaposabb megértését és gyakorlati alkalmazha-
tésdganak felismerését a szakirodalom nagymértékben el8segitené. Az em-
ber akaratlanul is érdeki8dni, kutatni kezd, hiszen a téméiban valb elmé-
lyiilés a gazdalkodasban 4j megoldast villant fel, amely Gjabb lehetdsé-
geket ad az optimalizalas elméletének.

Habar az operacibkutatds mddszerei koziil a linedris programozds mar
meghonosodott, és a nem linedris programozis mddszere is egyre inkabb
tért hédit, sok esetben mégsem tudjuk egyiket sem alkalmazni a fel-
adatok megolddsira. Ezen az akadilyon 4tsegit benniinket a dina-
mikus programozds mddszere. A tudoméinyban igy kapott helyet és igy
tor utat maganak napjainkban.

Alapja az optimalizdldsi tétel

Richard Bellman amerikai matematikus fejtette ki 1956-ban a gazda-
sagi jelenségekben el6forduld értékfiiggvények optimumainak keresésekor.

A Bellman-féle optimalizalasi értelmezésbdl kell kiindulnunk, hogy a
kovetkez8 részben ismertessik a dinamikus programozds alkalmazisi le-
het{ségeit.
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A beruhdzis dinamikus programozisa tulajdonképpen elméleti meg-
oldasokat és kovetkeztetéseket ad, azzal, hogy konkrét példa segitségével
kozeliti meg a gyakorlatot. Hiszen a beruhdzis és az eszkozfelosztds min-
den id8ben, de fdleg korunk gazdasigiban sarkalatos kérdés. Nem csupan
a gazdasigi szervezetek beruhdzasit és eszkdzfelosztasat érinti, hanem ki-
terjed a gazdasigi ovezetek, dgazatok és csoportok kozti beruhdzisra,
illetve eszkozfelosztasra. Valédi jelent6sége tulajdonképpen ebben rejlik.

A munka utolsé része tomoren ismerteti a dinamikus programozis
egyéb alkalmazisi lehet8ségeit. Megemliti a készletgazdalkodast, az op-
timalis irdnyitdst, a termelés tervezésének problémijit stb.

2. R. Bellman optimalitisi tétele

Richard Bellman amerikai matematikus a dinamikus programozis meg-
alapozdja. Els6 irasai 1956-ban, elsé konyve, a Dynamic Programming
pedig 1957-ben jelent meg. Médszerének, amelyet a gazdasigi jelenségek-
ben eléforduld értékfiiggvények optimumadnak megkeresésére dolgozott
ki, a dinamikus programozés nevet adta. Egyébként talan
jobban megfelelt volna a nem annyira attraktiv név, pl. a rekurzids opti-
malizalds.

Moédszerét nemcsak gazdasigi problémak megolddsira lehet felhasznél-
ni, hanem példaul a fizikai vagy a matematikai kutatdsban, elemzésben is.

A Bellman 4ltal kifejtett mdédszer alapja egy bizonyos optimali-
tdsi tétel, melyet altalinos elvként igy fogalmazott meg: ,,Valamely

politika akkor optimdlis, ha egy adott id8ben — akirmilyenek voltak
is az el6z8 dontések — a hatralevd dontések optimalis politikat alkot-

nak, figyelembe véve az el8z8 dontések eredményét”. (Irodalom 2, 64.
oldal)

Dinamikus programozasnak nevezhetjik az olyan jellegli optimalizi-
lasi médszert, amelyben a célfiiggvény extrémalisa, egymast kovet6 don-
tések optimalis sorozata Uin. optimdlis politikdval torténik.

A dinamikus jelz8kkel azt kivanjuk hangsilyozni, hogy az ilyen prog-
ramozasi feladatok jellegzetessége a dontések egymdsutinjinak (soroza-
tanak, folyamatdnak) jelenléte.

A dontések sorozatat politikdnak nevezzik. A kapcsolédd don-
tések sorozatat, amely valamely politikdnak a része, alpolitikdnak
hivjuk. Bizonyithaté, hogy az optimdlis politika csak optimalis alpoliti-
kikbdl allhat, ugyanis az optimilis politika csak a tényleges kezdeti
helyzett8l fiigg. A folyamatban a rendszer multbeli torténete nem befo-
lydsolja a jovdbeli tevékenységet. Persze a dinamikus programozis eld-
renéz8, perspektivit figyelembe vevd, nem rovidlatd, egy lépésre torténd
tervezés. Ellenkezbleg, minden 1épésben az egész operacu") érdekeinek fi-

gyelembevételével vilaszthaté meg a dontés.
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Ezek utin megallapithatjuk, hogy a dinamikus programozas tulaj-
donképpen tSbb részes folyamat szakaszonkénti tervezése, melynek so-
ran mindegyik szakaszon csak egy 1épést, részt optimalizilunk.

Végezetiil megjegyezzitk: A mddszer, amelynek segitségével az optimu-
mot megkeressik a dinamikus programozdas. Abbdl ll, hogy
addig keresiink optimélis alpolitikdkat, mig végiil megtaldljuk az opti-
malis politikdt. Az optimalizalst egy bizonyos fazisbél kiindulva végez-
ziik. Az a fontos, hogy az alkalmazott gondolatmenet az optimali-
tdsi tételre tAmaszkodhasson.

3. A berubazas dinamikus programozisa

A beruhazds anyagi és muszaki megalapozottsiga, a rendelkezésre allé
er6forrasok koncentralt és hatékony felhasznaldsdval kapcsolatos gondok
egyidGsek a tervgazdalkodassal.

A véllalatvezetd sok esetben még ma is hosszi évek sordn szerzett ta-
pasztalatokra, statisztikai és szamviteli adatokra alapozva dont -egy-egy
beruhdzasrdl. A fentiekben leirtakban tendencidt l4t, és ennek alapjin
egyedi hatarozatokat hoz. Természetesen igyekszik szdmitdsaival kiszi-
nezni, valdszinlivé tenni intenziv dontéseit. Pedig ma mar a gazdasagi
problémak megoldasihoz egyre nagyobb mértékben alkalmazzik az ope-
racibkutatds médszereit.

A gazdasagi fejl8dés bonyolult Ssszefiiggései statikusan is dbrdzolhaték
és értelmezhetok. S ebben nincs semmi titokzatossig. A dolgok kozotti
Osszefiiggések az egyértelmlség latszatar keltik. A direkt kapcsolatok —
legalabbis abban a sémaban, amelyben felvizoljik ket — valéban fenn-
allnak. Igy pl. ha a gazdasigi szerkezetbd] az egyik vagy masik dgazatot
kiragadjuk, akkor belsé Osszefiiggései magatdl értet6d8eknek tlinnek. Az
4dgazat fejlesztésének vagy korszerlsitésének oka 6nmagdban mindig a
megalapozottsig latszatdt kelti. Ebbdl fakad az 4gazati, az iparagi és
a nagyvallalati fejlesztési koncepcid visszatérd motivuma: az egyesek
kiemelt fejlesztése. Az ilyen okok akkor vialnak kétségessé, ha a t5bbi
termelGteriilet (agazat, véllalat) is hasonlékra hivatkozva kér kiilonleges
elbirdlast. Ezért nem konnyl a fejlesztési eszkozok elosztisa. A dontés
joga azt a szervet illeti meg, amelynek megvannak a dontéshez sziiksé-
ges feltételei, s a helyes dontéshez a legnagyobb érdeke fiz8dik.

Az ellentmondés nyilvinvalé. Beldle kell kiutat taldlnunk. Tehdt el
kell vetniink az autoakciondlis néz8pontot, mivel ez a szemlélet nem ve-
zethet eredményre.

Hogyan kozelithet6k meg ezek a problémak?

Az egyéb feltételeken kiviil alkalmaznunk kell az operidcidkutatas
mddszereit és modelljeit. A tSbbi kozott alkalmazhatjuk a dinamikus
programozas modszerét is. Megjegyzem, hogy ma mAir alapos kutatés
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folyik mind a makrédkonémidban, mind némely 4gazatban, iparagban
és vallalatban. Eredményei valdban felhaszndlhaték. Bir az operaci6-
kutatds mar tobb évtizede ismert, mégsincs ndlunk erre alapozott ira-
nyitds, dontés.

3.1. A berubazasi probléma meghatarozisa

Ebben a részben ismertetiink tobb idevigd elméleti és mddszertani Ossze-

fliggést, s a beruhdz4s dinamikus programozdsinak matematikai megfo-
galmazasat.

3.11. A berubdzdisi eszkozok szétosztasa

Legyen pl. négy gazdasigi ovezetink (I, II, III, IV)

Rendelkeziink ,,A” beruhdzasi osszeggel. Ezt kell a négy Ovezet kozott
szétosztani. Az Svezetekben elérhetd nyereség a beruhdzis fiiggvényében
ismert. Az egyes 6vezetekben elérhetd nyereség a beruhdzas fiiggvényében:

1=

\

\

/L/yerzse} €2
= |l

Berutdzas (D "7/’

Meg kell keresniink, hogy a beruhazis szetosztasanak melyik politikdja
adja a maximalis nyereséget.

A feladat megoldasira felhasznaljuk az optimalitasi tételt.

Legyen Xi, X2, X3, Xs4 a beruhdzds az I, II, III és IV Gvezetben. A
nyereség legyen wi(X1), w2(Xe), ws(Xs), wa(Xs) é az Osszes nyereség
W (X1, X2, X3, X4).

Tehét:

W (X1, Xz, X3, Xa)=w1 (X1)+wz (Xe)+ws (Xi)—|—W4 (X4) az aldbbi
korlatozé feltetellel

Xi14+-Xeo4-Xs+Xa=A (A mnégy valtozd csak egész szami értéket vehet
fel.)
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Vezessitk be a kovetkezd jeloléseket:

Xi+Xe=u1 uy<A

ur+Xs=uz hol
uz+Xa=A w<A

Tehat:
W (X1, u1, uz, A)=w1 (X1)4wz (u1 — Xa1)+ws (uz — u1)+ws (A — uz).
Szamitsuk ki a kovetkezbket:

w1, 2 (W) =MAX [wi1(Xe)+ws (u1 — X1)]
Xi=o0,1,2..., U1
w1, 2, 3 (u2)=MAX [wi, 2 (u1)+ws (u2 — u1)]
u=o0,1,2..., uz
W1, 2,3, 4 (A)=MAX [w1, 2, 3 (u2)+wa (A — u2)]

uz=o,1,2..., A
Az optimalis politikdkat kiszdmitottuk A esetében. Ezek Xi*, Xo¥,

Xa* &s Xa*, :
A fenti médszerhez tablazatot i szerkeszthetiink.

3.12. Egy m éves id8szakban minden év elején beruhazast kell végezni
két iizemrészleg, A és B fejlesztésére. Legyen a kezdeti beruhdzasi keret
%, és ebbdl induldskor forditsunk A-ra y pénzosszeget! B-re tehat x—y
pénzdsszeg marad. Legyen az A és B els6 évi jovedelme:

g (y), illetve h (x—y)
az év végén A és B eladisi 4ra pedig
a-y ill. bx—y)

Az y értékének alkalmas elddntésével az elsd évi jovedelem maximi-
landé azaz

wi(x)=max [g (y)+h (x—y)]=max W (%, y)—W (x, yo)

A misodik év eleji x1 beruhdzisi keret eggyezzék meg az elsd év végén,
a maximalis jovedelemmel kapott eladési arral, azaz:

x1=ayo+h (xe—yo) (x0=x)
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Az Xi keretet a korabbi médon, vagyis a max W(x1, y*)=W(x1, y1) évi
jovedelem-maximalis alapjan osztjuk fel y1 és x1—y1 részre. :

Az els8 két évi maximdlis jovedelem:
wa(x) =max [W(x, y)+W(x1, y*)] =max [W(x, y)-+max W(xi, y) =
<y<X o<y<X o<y<Xu
o<y<Xi '
=max [W(X, Y)+W1(X1)] = W(XO: Y)+W(X1) Yl)
o<y<x

A fentiekhez hasonléan a harmadik évi x2 beruhdzis és az y2 eldontése
(a és b dllanddsaga mellett):

x2=ay1+Db (x1—y1), max W(xe, y*)=W(xe, ye),

az elsd hiromévi maximalis jovedelem:

2
ws(x) =max [W(x, y)+w2(X2)] == W(x;, yi)
médon kaphatd.
Teljes indukcidval az elsd k évi maximailis jovedelem
Wk(x) =max {W(XsY)+Wk - 1[X(X) Y)]}
k=1,2,..., m; wo=0,

X(x,y)=ay+b(x—y); W(x,y)=g(y)+h(x—y)

rekurziv formuldval fejezhet8 ki, amelyben az X(x,y) alakot k—1 1épé-
sen at optimalis értelemben vehetjiik, vagyis megfelel a

O<Lyo=y<x, 0<yy_i<xx_1
optimélis politikdnak.
Az Xo=X, x;_1=ayy._ 2+b(sz_ 2—yi-2), X(Xk_2, Yk-2)
beruhdzisi 4llapothatirozékkal szdmithatd.
Az m éves id8szak teljes maximélis jovedelme
wWn(X)=max w(X, y)+w,_1 X(X,y)

médon alakul.
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A feladat lényege, hogy évenként meghozzuk az x;_1 beruh4zisi alla-
pothatarozéval kapcsolatos yi -1 optimalis felosztdsi dontést. Az igy meg-
kapott optimalis politika maximalja az m id8szak teljes hozam4t.

3.2. Az eszkézok elosztasa

Két gazdasigi 4gazatunk van: I. és II. (részleg). Az anyagi eszkozok
mennyisége Zo. A befektetett anyagi eszkzokb8l az I. termelési dgban
fi lesz a jovedelmiink. Ugyanakkor az eszkozok csokkennek részben el-
haszndlédnak, Ggyhogy az év végére a kezdetibdl vy mennyiség marad.
P0<x. Azonos a helyzet a II. 4gba beruh4zott anyagi eszkozok y-meny-
nyisége esetében. Egy év alatt g(y) jovedelmet eredményez, és y,-ra csok-
ken. v, <

Az eszkdzok megmaradt részét minden év elteltével Gjbdl elosztjuk
a termelési dgak kozott. Uj eszkozok nem allnak rendelkezésiinkre, és a
termelésbe csak a megmaradt eszkozoket ruhdzzuk be.

Milyen 6sszegli eszkdzt, melyik évben, melyik termelési 4gba kell beru-
hdznunk, amellyel ,,m” év alatt az Osszegezett jovedelem eléri a maxi-
mumot?

A rendszer allapotat a fazistérben S ponttal abrazoljuk.

Zo

0 Zo B

Az Ox abszcisszatengelyen az I. termelési dgba befektetett eszkdzok
osszegét, az Oy ordinatatengelyen a IL. termelési dgba befektetett esz-
kozok Osszegét mérjik fel.

A fazistér tehdt az xOy siknak az AOB hiromszog 4ltal hatdrolt része.

x+y<Zo és
x>0, y=0
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A rendszer kezdeti allapotdnak tartomanya (Se) az AB szakasz barme-
lyik pontja, mert tudjuk hogy x+y=2Zo.
Ami a rendszer Svég végsd helyzetére vonatkozik, abbdl csak azt tud-
juk, hogy
x>0, y=20, x+y="720, azaz

az Svég tartominy az egész AOB hiromszoget feloleli, kivéve az AB 4t
fogét.
A kovetkezd dbra az S pont mozgasat abrazolja a fazistérben:

YA
A

So (-”1.}'4)

5vég X

0 8

Meg kell taldlnunk az So pont olyan So* helyzetét az AB egyenesen és
az S pont olyan palydjat a fazistérben, hogy az sszegezett bevétel

W= = w; az Osszes [épés alatt a maximumot érje
i=1 .

el. Ez a példa a dinamikus programozas tipikus feladata.

3.3. Sztochasztikus valtozat

A beruhdzis dinamikus programozdsit determinisztikus valtozatban vé-
geztitk, azaz pontos adatokkal és eredményekkel.

A valdsighoz kozelebb 4ll azonban a dinamikus programozas szto-
chasztikus valtozata.

Sokszor van olyan feladatunk, amelyben lényeges szerepet jatszanak
az S rendszer 4llapotira és a W nyereségére hatd véletlenségi tényezk.
Az irdnyftidst nem lehet egyértelmlien meghatirozni az So kezdeti 4lla-
pottal és a valasztott U irdnyitdssal, mivel valamilyen mértékben a vélet-
lent6l figg. Az ilyen feladatot nevezik sztochasztikusnak.
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A dinamikus programozas sztochasztikus feladata a kovetkez8 mddon
kozelithetd meg. Az adott S rendszer az id6 méldsival valtoztatja alla-
potit. A folyamatra valamilyen médon hatassal lehetiink, dgy, hogy a
kivént irdnyban befolyésoljuk. A hatdst nem ellenSrizhetjiik teljesen, mi-
vel menete a véletlentdl is fiigg. Az ilyen folyamatot véletlen iranyitotta
folyamatnak is nevezhetjiik. ‘

Megéllapitottuk, hogy az S rendszer allapota véletlen, ezért minden
szakaszon a w; jovedelem és a W Osszegezett jovedelem is a véletlentdl
fiigg. Természetesen olyan U irdnyitist szeretnénk alkalmazni, amely
maximum W jovedelmet eredményez. De mivel birmilyen irdnyitas el-
lenére is a W jovedelem véletlen marad, ezért olyan irdnyitdst kell valasz-
tanunk, amely esetében a véletlen W jovedelem dtlagos értéke maximalis
lesz.

A W dtlagos értékét (varhaté teljes valdszinliségét) W betlivel jeldljiik.

Ha a W kritérium additiv, akkor:

— m
W =2 W,
i—1
ahol W; az atlagos jovedelem i-edik szakaszidn van. -

A véletlen W kritérium helyett megvizsgiljuk atlagos W értékét. Ez a
kritérium szintén additiv.

Az egyes szakaszokon Ur*, Us*, .. .. U,* optimalis irdnyitdsokbol allé
olyan U* optimalis irdnyitdst kell kivalasztanunk, hogy a W kritérium
maximalis legyen.

A sztochasztikus feladatokban az S; rendszer allapotit az i-edik lépés
utidn nem teljesen az S;_; 4llapot és az Ui irdnyitds hatdrozza meg. A
rendszer 4llapota a véletlentdl is fiigg.

A w; jovedelmet az i-edik 1épésen nem hatirozza meg teljesen a rend-
szer Si_1 allapota és az alkalmazott U; irdnyitds; véletlen értéket is fel-
_vehet, és az S;_1-t68], illetve Ui-t8l a lehetséges értékek kozdtt csak a vald-
szinliség eloszlasa fligg. Benniinket azonban nem is a w; véletlen jove-
delme érdekel, hanem 4tlagos értéke, amelyet a valdszinlségi eloszlas fi-
gyelembevételével atlagosithatunk és vizsgathatunk.

Feltételezziik, hogy mind az S; véletlen allapotira vonatkozé vald-
szinliségi eloszlds, mind a feltételezett atlagos jovedelem W; (Si_1, Uj)
csak az S;_1 és Uj értékéedl fiigg.

Feladatunk, hogy barmely lépés lehetséges kimenetele koziil mindegyik-
re megtaldljuk a kovetkezd 1épésen a feltételes optimélis irdnyitast.

A sztochasztikus megolddsban maga az U* optimadlis irdnyitis véletlen
lesz, és egyes esetekben attél fiigg, hogyan alakul a véletlen folyamat.
Meg kell hatdroznunk minden lépésre azt az irdnyitist, amely megfelel
az el6z8 lépés barmely véletlen kimenetelének. Ez a rendszer tényleges
allapotatdl fiiggd visszacsatoldson alapuld irdnyitis.

A sztochasztikus feladat i-edik 1épésén meg kell hatéroznunk az U*
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(Si-1) feltételezett optimdlis irdnydtdst, amely az Osszes tovabbi 1épést, a
feltételezett atlagos jovedelmet a maximumhoz viszi kozelebb. A maxi-
mumot Ugy hatdrozzuk meg, mint a determinalt megoldasnal, azzal a kii-
lonbséggel, hogy a véletlen jovedelem helyébe az 4tlagos értéket helyette-
sitjiik. '

Az i-edik 1épés barmely kimenetelére az utolsé lépéseken a feltétele-
zett maximélis atlagos jovedelem ismert:

*

Wi, ... . m(S)

Az S; 4dllapot véletlen, és eloszlasa az S;_1-t8l és Uitdl fiigg, ezért a
véletlen jovedelmet 4tlagolni lehet, s igy megkapjuk a kétszer dtlagolt
jovedelmet.

Wi+1, m(Si-l, Ux)

‘Adjuk 8ssze ezt az értéket az i-edik lépésen szerzett barmilyen U; ird-
nyitaskor kapott 4tlagos jovedelemmel:

Wi, isdy oo m(Si_l, U1)=Wi (Si_l, U1)+V=Vi+1, v eey m(Si_l, Ui).

Az i-edik lépésen a feltételezett U* (S;_1) optimélis irdnyitds olyan,
amelynél az el8bbi értéke a maximumot éri el:

Wia i+ly « o0 m(si—1)=U1{ @iy i+l "'sm(si—19 Ul)} =

max

=Ui {VT'I (Si—la Ui)+§:+1: LRI m(si—%‘ Ul) } .

A fenti képletet mindegyik 1épésre alkalmazva meghatdrozzuk a fel-
tételezett optimélis irdnyitast és a feltételezett atlagos maximalis jovedel-
met. Az So kiindulé 4llapot rendszerint nem véletlen, és a valdszinliségi
eloszlds miatt nem sziikséges varidlni. Ez esetben az els6 szakaszban az
U;* optimélis iranyitds is teljesen meghatirozott. Az itlagos jovedelem e
szakasz figyelembevételével a kovetkezd:

* *

W=Ws, 2, ... M.
Ezzel a feladat megolddsa kész. Az optimdlis irdnyitds

U*=[Us*, Us* (S1), Us* (S2), ..., Un*Su-1)]

melynek minden eleme, kivéve az elsét, véletlen és a rendszer allapotardl
fiigg. Ennek az irdnyitisnak megfeleld maximalis atlagos jovedelem

* *

W=Wi2 ..., m
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Igy alkalmazhaté tehat az optimalis tétel sztochasztikus esetben.

s

Az itt felsorolt beruhdzasi feladatok csak egy része a lehetségesnek.

A helyzett8] fiiggben a beruhizasi feladatok kiilonb6z8 mddon, kiilon-
b6z8 ismérvekkel fogalmazhaték meg. Pl a termelésbe beruhdzhaté a
teljes jovedelem, vagy csak annak bizonyos hdnyada. Kereshetd olyan
irdnyitds, amely m szakasz alatt maximalis bevételt eredményez. Ezen-
kiviil mas feladat is meghatirozhaté és megoldhat6 a dinamikus progra-
mozas moddszerével.

3.4. Az eszkozik elosztasanak dinamikus programozdsa

Példank egy munkaszervezet 5 évre sz6l6 fejlesztési programja. Tudjuk,
mennyi pénzt osztanak el a tirsult munka alapszervezetei kozott. A jo-
vedelem alakuldsdhoz kvadratikus fiiggvényt illeszthetiink. Az eszkoz-
csokkenést linearis fliggvény fejezi ki.

Az egyszerliség kedvéért jovedelmiinkb8l nem végeztiink beruhdzast.
Igy tisztdn azt vizsgaltuk, hogy az optimdlis elosztas mekkora jovedelmet
biztosit a vallalatnak.

A figgvények:

I. fx)=0,1 x?

p(x)=0,9 x
II. f(y)=0,25 y?
p(y)=0,65 y

Kezdeti anyagi eszkoziink, amelyet az I. és II. alapszervezet kozott
kell elosztani a tervezett iddszakban, ill. annak egy-egy évében Zo=14,50
millié dindr. 5 évre kell tervezniink.

3.4.1. Megoldis

1. Az x5 feltételezett optimdlis irdnyitist az utolsé lépésben mint x5 ér-
téket kapjuk, s ez az az irdnyitis, amelynél a jovedelem a maximumot
éri el. Az 5. év elején az eszkozok mennyisége Zs-gyel legyen egyenld.
Ahhoz, hogy az 5. 1épésben megtaldljuk a feltételezett optimalis iranyi-
tast, az x5(Z4)-et meg kell mindegyik Zs-re keresni.

Ws(Za) =max {ws(Zs, x5)}
0<x5 <Z4
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ahol:
ws(Z4, x5)=0,1 x 2 40,25 (Za—xs)?
A fiiggvény grafikonja adott Zs

w5 =ws(Z4, X4)
esetén az x5 valtozdtdl fiiggé paraboldval abrazolhatd. A ws fiiggvény
x5 szerinti masodik differencidlhdnyadosa pozitiv, s ezért a paraboldnak
minimuma van. A maximalis értéket a (0, Zs) szakasz hatdrdn éri el
Meghatarozzuk, hogy hol. Behelyettesitjik az x5=0 és x5=7Zs értékée
Az els6 esetben (amikor x5=0)

ws=0,25 Z2 |

a masodik esetben (amikor x5=Z4)

ws=0,1 Z3 .

ws |

|
| L5
(0] 24_

Az els§ mennyiség nagyobb a mésodikndl, azaz fiiggetlen az x5=7Z1 ér-
tékétbl. Akkor lesz jovedelmiik az utolsé lépésen, ha x5=0, ez viszont
azt jelenti, hogy az utolsé lépésben minden anyagi eszkdzt a II. alap-
szervezetbe kell beruhdzni.

Optimalis irdnyitds esetén az utolsd év:

W*5(Z4)=0,25 Z 7 jovedelmet eredményez.
2. Térjiink rd az eszkozdknek a 4. évben vald elosztisira. Feltételezziik,
hogy ehhez az évhez Zs eszkoztartalékkal ériink el. Keressik meg az
utolsd két évre a feltételezett maximilis jovedelmet.

W¥*a,5 (Z3) = wa(Zs, x4)+W*5 (Z4)
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w4(Zs, x4)=0,1 x 7 40,25 (Zs—x4)2,
Z4=0,9 x¢40,65 (Z3s—x4), azonban
W*s (Z4)=0,25 [0,9 x24+0,65 (Zs—=x4)]? és ezért
a fentiek alapjan
Wa,5(Zs)={0,1 xZ 40,25 {Zs—=x4)?+4-0,25 [0,9 x4+ 0,65 (Zs—x4)]2}

A kapcsos zardjelben levd kifejezés az xa-hez viszonyitva Gjbdl pozitiv
mésodik diferencidlhdnyadosi masodfokd polinom. Grafikonja szintén
minimummal rendelkez8 parabola. A maximumot ezért Gjbél az interval-
lum széls6 pontjaiban kell keresniink: xa=0 &5 x4=7Zs.

Az elsé esetben (amikor x4=0)
Wa,5=0,3556 23 ,
a misodik esetben (amikor x4=1Z3)
Wi,5=0,30Z73 .
Az els8 mennyiség nagyobb a mdsodiknil. A maximumot 4jbdl x4=0
esetén éri el, és

W*4,5(Z3)=0,3556 Z7 -vel egyenld, azaz a 4. lépésben is minden anya-

gi eszkozt a II. alapszervezetbe kell beruhiznunk.
3. Nézzik a harmadik 1épést!
Keressilk meg az utolsé 3 évre a feltételezett maximalis jovedelmet!
W*s3,4,5(Z2) = w3(Zs2, x3)+W*s,5(Z3), ahol
wa(Ze2, x3)=0,1 x 2 40,25 (Za—xs)?
Z3=10,9 x34-0,65 (Z2—x3)
W4,5(Zs) = 0,3556 [0,9 x3--0,65 (Ze—x3)]®
"A fentiek alapjin:

Ws,4,5(Z2) ={0,1 x% 40,25 (Z2—x3)?+0,3556 [0,9 x3+ 0,65 (Z2—x3)]?}
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A kapcsos zardjelben levd kifejezés az xs-hoz viszonyitva Gjbdl pozitiv
masodik differencidthinyadostt masodfokit polinom, grafikonja minimum-
mal rendelkezd parabola. A maximumot ezért az intervallum széls6 pont-
jaiban keressiik:

x3=0 és x3=7Za.
Az els6 esetben (amikor x3=0)
Ws,e,5=0,40 232,
a masodik esetben (amikor xs=Zz)
W*3,4,5=0,388 Z3 .
Az els8 mennyiség nagyobb a masodiknal. A fiiggvény a maximumot 4jbél
x3=0 esetén éri el, és

W*3,4,5(Z2)=0,40 Z2 egyenld, azaz a 3. }épésben is minden anyagi esz-
kozt a II. tmasz-ba kell beruhdznunk.

4. Térjiink rd a masodik lépésre!

Keressiikk meg az utolsé 4 évre a feltételezett maximalis jovedelmet!

W¥2,8,4,5(Z1) =we(Z1, x2)-+W*3,4,5(Z;), ahol
w2(Z1, x2) =0,1 x3 10,25 (Z1—x2)?
Z2=0,9 x2-40,65 (Z1—x2)
Ws,4,5(Z2) = 0,4 [0,9 x2+4-0,65 (Z1—x2)]?

We,,4,5(Z2) = {0,1 x2 40,25 (Z1—x2)2+0,4 [0,9 x2+ 0,65 (Z1—x2)]2}
A Kkapcsos zardjelben levs kifejezés az x9-hdz viszonyitva Gjbdl pozitiv
masodik differencidlhdnyadosd masodfokt polinom, grafikonja minimu-
mos parabola. A maximumot ezért az intervallum széls6 pontjaiban ke-
ressiik:

x2=0 és x2=71.

Az elsd esetben (amikor xo=0)

Wa,3,4,5 (Z1)=0,419 Z2,
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a masodik esetben (amikor x2=Z1)
We,5,4,5 (Z1)=0,424 Z2 .
A misodik mennyiség nagyobb az els6nél, azaz fiiggetlen az x2=0 érté-
két8l. A jovedelem ebben a 1épésben akkor lesz maximilis, ha x2=17,
azaz a feltételezett optimalis iranyitds csak a Z1-t6] fiigg, és ez azt jelenti,
hogy a masodik 1épésben minden anyagi eszkozt az I. tmasz-ba kell be-

ruhaznunk.

5. Térjiink rd az els§ 1épés megtervezésére! A Zo értékét mar pontosan
ismerjiik.

W1,2,3,4,5 (Z0) = w1(Zo, x1) + W¥2,3,4,5 (Zo)
wi (Zo,x1)=0,1 x3 40,25 (Zo—x1)?
Z1=0,9 x1-}0,65 (Zo—x1)

We,3,4,5 (Zo)=0,424 [0,9 x3 +0,65 (Zo—x1)]?

A fentiek alapjan:

Wi,2,3,4,5(Z0) = {0,1 x2 +0,25(Zo—x1)240,424[0,9 x2 +0,65(Zo—x1)]2}
A kapcsos zardjelben levd kifejezés az x1-hez viszonyitva Gjbdl pozitiv
masodik differencidlhdnyadost méisodfokd polinom, grafikonja minimu-
mos parabola. A maximumot ezért az intervallum széls§ pontjaiban ke-
ressiik:

x1=0 és x1="7Zo.
Az els6 esetben (amikor x1=0)
Wi1,2,3,4,5=0,429 Z2
a miasodik esetben (amikor x1=7Zo)
W*1,2,3,4,5=0,4344 Z2
A miésodik mennyiség nagyobb az els6nél, azaz fiiggetlen az x1=0 érté-
kétdl. A jovedelem ebben a lépésben akkor lesz maximailis, ha x1="2Z,

azaz els6 lépésben minden anyagi eszkdzt az I. tmasz-ba kell beruhéz-

nunk.
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A maximailis jovedelem ennek megfelelden
W#=W*1,2,3,4,5=0,4344 Z; = 0,4344.14,50%=
W=91,34 millié6 dinar lesz.
6. Ezutin meg kell hatdroznunk a teljes optimalis irdnyitast:
X*=(x*1, x¥2, x;*s, x*4, X*5).
Ismerve az els§ 1épésben végrehajtandé optimalis irdnyftdst:
x"1=7Z0=14,50,
kiszdmithatjuk az elsd év eszkozkészletét:
Z#1=0,9 x140,65 (Zo—x1)=0,9.14,50=13,05.
A misodik 1épésben az optimilis irdnyitas:
x*e=7%1=13,05
A masodik év végén az anyagi eszkdzok maradvanya:
Z*»=0,9 x2-+0,65 (Z1—x2)=0,9,13,05 = 11,745
A harmadik 1épés optimdlis irdnyitdsa:
x*3=0
Az anyagi eszkdzok maradvanya a harmadik év végén:
Z%s = 0,9 x3-+0,65 (Zz—x3) =0,65.11,745 =7,63425
A negyedik 1épés optimélis irdnyitasa:
x*1=0
A negyedik év végén az anyagi eszkdzok maradvanya:
Z*1=0,9 x4-+}0,65 (Z3—=x4)=0,65.7,63425 = 4,96226
Az 6todik 1épés optimélis irdnyitdsa:
x*5=0
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Az 6t6dik év végén az anyagi eszkdzok maradvanya:
Z*5=0,9 x5-}+0,65 (Z+—=x5)=0,65.4,96226 = 3,2254
Figyelembe véve, hogy az eszkdzkészletek minden év kezdetén ismertek:
Z0o=14,50; Z*1 = 13,05; Z*2 = 11,745; Z*3=7,634;
ZF1=496; Z*s = 3,225

automatikusan megkapjuk a II. tmasz-ba beruhdzandd eszkdzok éven-
kénti mennyiségét:

y*1=Zo—x"1=0
y¥e="7Z1—x%2=0
y*3‘= Z2—x’*3 =11,74
y*a=Zs—x"1=7,63
y*5=Z4—x*5=4,96
Ily médon megfogalmazhatjuk a% eszléééik optiméalis elosztisira vo-

natkozd javaslatokat. Evenként a kovetkezd Osszegeket kell az I. és II.
tmasz-ba befektetniink:

Ev
TMASZ

I 14,50 13,05 0 0 0
II. 0 0 11,74 7,63 4,96

Elsd Miésodik  Harmadik Negyedik Utddik

Ilyen tervezés esetén Ot év alatt

W*1,2,3,4,5=91,34 millié dindr lesz a maximalis jovedelmiink.

Az id8szak végén az eszk6zok maradvinya

3,2254 millié dinér.

A kovetkezd 4bran az eszkozok ilyen elosztdsdnak megfelelo optima-
lis palyja lathaté a fazistérben.

Példankban az optimalis irdnyitds abban allt, hogy az Osszes anyagi
eszkdzt beruhdztuk vagy az egylk vagy a masik -tmasz-ba. Ez egyszer(
eset, de szemlélteti a dinamikus programozds lépésenkénti optiméalasat.
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4. A dinamikus programozais egyéb alkalmazisi teriiletei

Vitathatatlan, hogy a dinamikus programozis nem olyan elterjedt, mint
mondjuk a linedris. Jelent8ségén azonban ez mit sem cs6kkent. Sok he-
lyiitt egyre sikeresebben alkalmazzik. Igy példdul a készletgazdalkodas-
ban, a modern szabdlyozdsban és technikdban, a termelés tervezésekor, a
szallitds dinamikus programozasakor stb.

A készletgazdalkodds dinamikus programozdsa az utdbbi id6ben egyre
terjed. A cél lehet a készlet bizonyos korlitok kozdtt tartdsa, vagy az
optimalis készlet kialakitdsa. Alkalmazzdk az Gjrabeszerzéskor is. Mivel
szamitdsa gyakran eléfordul, bdvebben nem is foglalkozunk vele. (Iroda-
lom: 2, 6, 8 stb.).

Az optimélis irdnyitds nagyon fontos vallalataink életében. Két koriil-
ménnyel kell szimolnunk. A véllalatok anyagi-miszaki bazisdnak fejlo-
dési iiteme rendkiviil meggyorsult. A tarsult munkaszervezetek Gjraelren-
dez8dési folyamata, a mind bonyolultabb technikai és gazdasigi Ossze-
fiiggések feltirdsa, Gj kovetelményeket tdmaszt az irdnyitissal szemben.
Eddig mir sok tudomanyos tizemszervezési mbédszert dolgoztak ki, a tobbi
kdzott a dinamikus programozast is.

A termelés tervezését analizdlva két esetet emlitenék a dinamikus
programozas alkalmazisira. Az egyik az optimélis technoldgiai varidnsok
megvalasztisa, a masik a vallalat termelésének optimalis politiké4ja.

A lépcsbzetes felépités, az adatok nagy szdma, a sztochasztikus kibd-
vithet8ség lehet8sége, a célfiiggvény és a mellékfeltételek nem linearitdsa
miatt sikeresen alkalmazhaté a dinamikus programozds médszere.

J6l alkalmazhaté még a szallitdsi feladatokndl, a berendezések pétla-
sakor, valamint egyéb esetekben is.
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5. UTOSZO

Megismerkedtiink a dinamikus programozds néhiny lényeges kérdésével.
Az alkalmazisi lehet8ségeket kutatva és tanulminyozva arra a megalla-
pitasra juthatunk, hogy a beruhdzds dinamikus programozasa, valamint
az anyagi eszk6z0k elosztdsa valjiban kiilon elbirdldst érdemel. Ezért ez
a rész a legterjedelmesebb.

A példaval illusztrdlni kivintuk a dinamikus programozas algoritmu-
sat. A munkaszervezetben a kutatdsnak és az elemzésnek az adatgy(jtés
meg a probléma modellezése a nehezebbik része. Osszehasonlitva a példa
eredményét a valdsigban feltételezettével, megallapithatjuk, hogy az ered-
mény realis és kedvezd.

Az utolsd rész feloleli a dinamikus programozis egyéb alkalmazisi
teriileteit. Természetesen csak a legfontosabbakat.
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Rezime
, .. . v . .
Moguénosti primene dinamicnog programiranja

Ovaj rad ukazuje na neke moguénosti primene dinamidkog programiranja u
razradi ekonomskih problema.

Dinamitko programiranje je jedna od novijih metoda operacionog istraZi-
vanja. Ovu metodu je izradio ameritki matematilar Richard Bellman. Metoda
se bazira na optimalizaciju korak po korak i to rekurzivno.

Pri refavanju ekonomskih problema u danainjim uslovima sve se vide koriste
metode operacionog istraZivanja. Jedna od veoma vaZnih pitanja u privredi je
investiranje. Isto moZemo posmatrati sa vile aspekta. Po oblastima, po grana-
ma ili iz aspekta organizacije udrufenog rada. Kako sredstva raspodeliti, to je
najinteresantnije pitanje. Pored ostalih kriterijuma svakako treba primeniti me-
tode operacionog istra¥ivanja, a od tih metoda jedna je dinamitko progra-
miranje.

Tako u ovom radu obuhvadena je raspodela sredstava medu regionima Na-
dalje kako raspodeliti sredstva izmedu dva OOUR-a za razvoj u odredenom
periodu, da bi se postlglo maksimalni efekat. Pored determmlstlckog sludaja
naveden je i stohasti¢ki primer. Naime u praksi je mnogo &e¥éi taj slucaj. Na-
ravno navedeni oblici primene ove metode samo su jedan deo moguéih.

Radi konkretizacije teoretskih postavki izraden je i jedan primer raspodele
sredstava, metodom dinamitkog programiranja.

Dinami¢ko programiranje nije tako poznato kao $to linearno programiranje,
medutim znafaj ove metode to niSta ne smanjuje. Na mnogim mestima sve se
viSe primenjuje sa uspehom. Tako napr. u oblasti pitanja zaliha, planiranja
proizvodnje, transportnih problema i sl.

Problem dinami¢kog programiranja osvetljen je sa strane moguénosti pri-
mene. I kao takav daje jedan mali doprinos upoznavanju ove metode opera-
cionog istraZivanja.

Zusammenfassung

Anwendungsmdglichkeiten der dynamischen Programmierung

Diese Arbeit verweist auf einige Anwendungsmdglichkeiten der dynamischen
Programmierung in der Erarbeitung &konomischer Probleme.

Die dynamische Programmierung ist eine der neueren Methoden der Unter-
nehmensforschung (Operations Research). Sie wurde vod dem amerikanischen
Mathematiker Richard Bellman erarbeitet. Die Methode griindet auf der Opti-
malisation Schritt fiir Schritt und zwar rekursiv.

Bei der Losung Skonomischer Probleme unter den gegenwirtigen Bedingun-
gen werden immer mehr die Methoden der Unternehmensforschung verwendet.
Eine sehr wichtige Frage in der Wirtschaft ist die Frage der Investition, die
unter verschiedenen Aspekten betrachtet werden kann. Und zwar nach Gebie-
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ten, nach Wirtschaftszweigen oder unter dem Aspekt der Organisation der ver-
einigten Arbeit. Wie sollten die Mittel verteilt werden — dies ist die interessan-
teste Frage. Neben anderen Kriterien sollten jedenfalls auch die Methoden der
Unternehmensforschung Verwendung finden, von denen eine die Methode der
dynamischen Programmierung ist.

So wurde in dieser Arbeit die Verteilung der Mittel unter den Regionen
behandelt, Dariiber hinaus die Frage, wie Mittel unter zwei Grundorganisatio-
nen der vereinigten Arbeit fiir die Entwicklung in einer bestimmten Periode
verteilt werden sollten, um ein optimales Ergenis zu erreichen. Ausser dem
deterministischen Fall wurde auch ein stochastischer angefithrt. Namlich, in der
Praxis ist dieser letztere viel hiufiger. Selbstverstindlich bilden die angefiihrten
Anwendungsformen dieser Methode nur einen Teil der miglichen.

Zwecks Konkretisierung der theoretischen Ansitze gibt der Verfasser auch
ein ausarbeitetes Verteilungsbeispiel mittels der Methode der dynamischen Prog-
rammierung.

Die dynamische Programmierung ist weniger bekannt als die lineare, was
jedoch ihre Bedeutung nicht mindert. Sie wird aber in vielen Fillen immer mehr
mit Erfolg praktiziert. So Z. B. auf dem Gebiet der Vorrite, der Produktions-
planung, bei der Lésung von Transportproblemen u.a.m.

Das Problem der dynamischen Programmierung wurde vom Verfasser von der
Anwendungsseite erdrtert und erliutert. Somit kann diese Arbeit als kleiner
Beitrag zur Popularisierung dieser Methode der Unternehmensforschung be-
trachtet werden.
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