i

-
.

-

—

-

- —

i

IS



A geometriardl és a szamokrdl sz6l6 fejezetek kiilon édllnak, nem azért,
mert ekképpen osztjik fel a modern matematikit — ez lényegében nincs
igy —hanem azért, mert a matematika folozéfiai problémii igy csoporto-
sultak.

Az elsé fejezet a matematikihoz valé legiltalinosabb hozzaallis prob-
lémait és az alapvet6 matematikai gondolkodismédot targyalja. A filo-
z6fia kezdetén, az okori gorogoknélis a matematika a filozofiai problé-
mik egyik nagy forrisa. A gor6gok szimira a matematika elsésorban
geometria. BEuklidesz geometriajit példiul a fizikai vilig leirdsinak tatr-
tottak. Ha figyelembe vessziikk Euklidesz pontdefiniciéjat, amely szerint
,»a pont az, amelynek nincsenek részei”, akkor nehéz elhinni, hogy a vild-
got csupin pontokbdl fel lehet épiteni. Fz maga utin von néhiny kérdést:
a pontok vajon csak eszmék a mi szellemiinkben? Csak fikcidk, ame-
lyekkel amitjuk magunkat? Ezek reilis dolgok-e, vagy csak olyanok,
amelyeket nem tudunk észlelni? Fzek a kérdések felvetik a téma alap-
vet6 problémdit: milyen jelentéségiik van a haszndlt kifejezéseknek,
igazak-e a geometria alapelvei, hogyan tesziink szert tuddsra a geometria-
ban, miért alkalmazhatjuk geometridt a valdsigra?

A nem euklideszi geometria megjelenése ujabb kérdéseket hozott fel-
szinre. Hogyan torténhetett meg, hogy ha az egyik torvény ellentétes
a misikkal, ugyanakkor mind a kettd igaz legyen? Vajon a matematiku-
sok tobbé nem kutatjik az igazsigot? Az aritmetikiban miért alkalmaz-
hatjuk a szimok torvényét a valésigra? A geometridban hipotetikus
alapelvek jelentkeznek, sok olyan térvénnyel talalkozunk, amelyek mintha
valaminek a létezését feltételeznék. Milyen Iétezésr8l van itt sz, szd sze-
rinti, konkrét  vagy figurativ létezésr6l? Mindezek filozofiai problé-
mak, mert nagyon éltalinos, alapvetd kérdésekkel foglalkoznak: a jelen-
téssel, az igazsiggal, a valésiggal és a tuddssal. (15.)

Az a priori és a posteriori (empirikus) ismeret kozotti alapvetd kiilonb-
ség igen lényeges kérdés a filozdfidban. A racionalistak szerint az a prioti
(tapasztalatot megel6z8) ismeret a lényegbevigd, az empirikusok szerint
viszont az a posteriori (tapasztalaton alapuls). Hogyan kell tulajdon-
képpen értelmezni ezeket az ismereteket? Mi is az az empirikus ismeret?
Ahhoz, hogy tudjam, hogy a varju fekete, nem elég értenem, hogy mit
jelent a szd, hanem a varjakat litnom is kellett. Igaz, ezt egyszeriien el is
hihetem. ,,De ha nincs semmilyen megfigyelésen alapulé bizonyitékom
a varjakrdl, akkor biztosan hazugsig, ha azt mondom, tudom, hogy azok
feketék.” (19.)

Tehit az empirikus ismeretet gy is definidlhatjuk, mint azt az ismeretet,
amelyet a tapasztalat igazol. Azonban léteznek az ismeteteknek mds pél-
dai is, amelyek nem ilyen médon figgnek a tapasztalattdl. Ezekben az
esetekben csak a szavak megértése sziikséges, amelyekkel az ismereteket
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kifejezziik. Semmilyen érzéki tapasztalatra nincs szitkség, hogy igazol-
juk allitisunkat. Roviden tehdt, az a priori ismereteket ugy definialhatjuk,
mint olyan ismereteket,amelyeknél nem sziikséges a gyakorlat bizonyi-
téka. Nem sziikséges kozvetlen, vagy kozvetett médon szemlélni a vatja-
kat ahhoz, hogy valakinek joga lenne mondani: tudja, hogy minden varja
fekete. Ismeriink tipikus apriori és empirikus tudomdnyokat, mint pél-
daul a logika és a fizika. Feltehetjik a kérdést, hogy hol a matematika
helye ebb6l a szempontbdél? Hogyan szerezzitk az a ptiori ismereteket?
Vajon a valdsigba valdé beltissal? Tudatunkba val6é beldtissal? Vagy
egyszerlien a nyelv megértésével? Ha a matematika a priori ismeret, olyan,
amelyet a valésig nem igazolt, akkor valéjaban mire alapszik?

Az a priori és empirikus ismeret kozotti killonbség a dedukcid és induk-
ci6 mint megitélési médok kozott levd kuldnbségekkel van Osszefiiggés-
ben. A dedukcié olyan megitélés, amelybn a priori (tehit a tapasztalatot
megel6z8en) tudhatjuk, hogy a kovetkeztetés igaz lesz, ha nem vétet-
tink valamilyen logikai hibit és ha a premisszdk valédiak, igazak. Ime
egy példa: minden piros szim kettSvel oszthatd; egy egyszerd szam
sem oszthaté 2-vel; tehit, egyetlenegy egyszerdi szim se péros. Ebben
a példiban nincs logikai hiba és mi a priori tudhatjuk, hogy a koévetkez-
tetésnek igaznak kell lennie. Mégis, nem mondhatjuk, hogy jelen van
egy filozéfiai magyardzat, ami igazolni, a megitélés helyességét. Ezzel
nem mondtuk meg, hogy honnan kaptuk azt az a priori tudist, amely
szerint, ha a premisszak igazak, akkor a kovetkeztetés is igaz lesz.

Az indukcid, a dedukciéval szemben olyan megitélés, amellyel az itél-
kezés egy olyan empirikus 4llitast fejez ki, amely mdir a tények keretén
kiviil van. Emiatt nem tudhatjuk el6re, hogy ha az adatok igazak, akkor
a kovetkeztetés is igaz lesz-e. Példaul, ha sok varjut szemlélek, és ha azok
mind feketék, akkor induktiv megitéléssel kovetkeztethetek arra, hogy
valészintileg minden varja fekete. Az adatok igaz volta még nem biztosit
a priori kezességet, hogy a kovetkeztetés amely szerint minden varja
fekete mindenképpen igaz. Ha egy a prioti kijelentést bizonyitunk, akkor
nincs semmi akaddlya annak, hogy deduktiv bizonyitist alkalmazzunk.
Ha viszont egy empirikus kovetkeztetést allapitunk meg, megitélésiink
legalabb egy lépésének sziikségszeren induktivnak kell lennie.

Az a priori és az empirikus ismeret koézotti kilonbséghez nagyon ha-
sonlé az analitikus és szintetikus tudds kozotti kiilonbség is. Ezt a kiillonb-
séget Imanuel Kant vezette be, & az itélet fogalmit hasznilta. Kant magya-
razata szerint, az {télet akkor analitikus, ha az {téletekkel mint fogalmakkal
valé gondolkodason kivil és azok kapcsolatinak mddja mellett semmi
méis nem sziikséges ahhoz, hogy valaki tud az itéletrdl, hogy igaz vagy
sem. Mdsrészt, az itélet szintetikus, amikor csupin a fogalmak és az itélet
kapcsolatinak mdédja nem elég, még mdsra is timaszkodnunk kell. Kant
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szerint az analitikus tudds megszerzésére a lélek képes, ez a tudds termé-
szetesen a priori. A szintetikus ismereteknél viszont nem elegendd a
fogalmak Osszekotése egy szintetikus itéletbe. Itt sziikséges egy ,,harma-
dik dolog”, amely lehet6vé teszi a kiilonvilasztott fogalmak Osszekotését
egy szintetikus itéletbe. Ez az elkiilonitett harmadik dolog, Kant szerint
az empliria, az érzéki tapasztalat. Kant szerint létezik szintetikus (nemcsak
fogalmak belsé kapcsolataival igazolt) és egyben a priori (érzéki tapasz-
talattal nem bizonyitott) ismeret. ,,Kant gy gondolta, hogy a matematika
a legtisztabb példaja az ilyen szintetikus a priori tuddsnak.” (29. old.)

A misodik fejezet tirgya az euklideszi geometria. Minden a Nilusnal
kezd6dott a foldméréssel, amely bizonyos tapasztalatokat adott és igazsigo-
kat fedeztetett fel az egyenesekkel, szogekkel és alakzatokkal kapcsolat-
ban. Ezekhez az alapelvekhez az egyiptomiak szemlélés és kisérlet ttjin
jutottak, induktiv megitéléssel. A gorogok atvették ezeket az ismerete-
ket és a geometridt nemcsak azért értékelték, mert gyakorlati hasznuk
volt bel6le, hanem elméleti érdekességéért is. ,,Ok a geometridt maga a
geometria miatt akartik megérteni.” (38. old.) Szigoru deduktiv bizo-
nyitdsokat igyekeztek taldlni a tér altalinos torvényeire, amelyek a geo-
metria mindenfajta gyakorlati alkalmazdsinak alapja. Egyes gorog filo-
z6fusok, kilonosen Pitagorasz és Platon véleménye az volt, hogy a geo-
metridnak igen nagy intellektualis jelentésége van, mert elvontsiga és
tisztasdga révén hasonlitott a metafizikihoz és a vallishoz.

I. e. 300 évvel irta meg Euklidesz E/emek c. mivét, amelyben sziszte-
matikusan mutatta be az el6dok Gsszes geometriai felfedezését. Ez a konyv
az Okor, a kozépkor majd egész a XIX. szdzad idejéig nemcsak a geo-
metria tankényvét jelentette, hanem azt is, milyennek kell lennie a helyes
tudominyos gondolkodasnak.

Mi jellemezte Euklidesz eljarisat? ElsGsorban az, hogy az egyenesnek,
alakzatnak mindig olyan tulajdonsigaival foglalkozott, amellyel minden
egyenes és alakzat rendelkezik. Ezek a t6rvények mindig szigoraak és
abszolut torvények, sohasem approximativek (megkozelitéek). Masik
jellemz8 tulajdonsiga Euklidesz eljirisainak, hogy a torvényeket bizo-
nyitja is. Ezek a bizonyitdsok deduktivak, szigort logikai sziikségszeriisé-
gek, semmiképpen sem induktivak. Eppen ezért, ha egyes torvényeket
be akarunk bizonyitani, akkor azoknak, amelyekkel bizonyitunk, bizonyit-
hatatlanoknak kell maradniuk. gy a térvényeknek egy kis csoportjat
nem bizonyitja, csupin azért, hogy lehet6vé tegye a deduktiv megité-
lést. Ezeket a torvényeket posztulitumoknak nevezte, azokat, amelyeket
szigorian bizonyitott, teorémdknak. Az axiémak Euklidesz szerint nem
mondanak semmi meghatirozottat a geometriirél, mint a posztulatu-
mok, hanem idltalinosabbak, a nagysigok egyenl8ségérsl szdlnak, olyan
fogalmakrél, amelyeket szimtalan vitiban haszndlhatunk a geometriin
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kivial. Euklidesz arra torekedett, hogy minden egyes geometriai teoré-
maja szigoru és logikus konkluziv mdédszerrel legyen bizonyitott. Ugyan-
akkor szisztematizalta a kifejezéseket, jelentésitket meghatarozta, defi-
nidlta 6ket, mindezt azért, hogy megel6zze az esetleges logikai hibikat
a kovetkeztetésekkor. Bizonyitisainak kiindulépontja: a posztulitumok,
az axiémék és a definicidk.

Modern felfogis alapjin létezik egy alternativ szabadsig a fogalmak,
definiciok és axiémdk szempontjibdl, amelyek ugyanannak a tirgynak
a megmagyarizisira szolgilnak. Ujabb felfogisok szerint a fogalmak
és axiémak helyes kivilasztisa eleginsabb kompoziciét ad, ahol kevesebb
alapvet$ fogalom és axiéma szerepel, alapjaban véve azonban egy és ugyan-
azt az euklideszi teorémadt bizonyitjak.

Mi az axiomatizicié motivumal? A szigoribb és biztosabb bizonyitis
mellett, az axiomatizicié eleginsan és konnyen rimutat az érdekes logikus
kapcsolatokra a geometriai torvények kozott. Az axiémak Osszessége
akkor elényos, ha minél kevesebb van bel8litk, tehit alkalamazisukkor
egyszeriibb alapveté fogalmakkal van dolgunk. Misrészt, ezeknek az
axidmiknak a szima nem lehet tetszés szerint kevés, mert eziltal nem
tudunk annyi teorémit levezetni, amennyi érdekessé tenné a rendszert.
Modern felfogis szerint egy definicié egyedili illand6é kovetelménye,
hogy megdrizze az igazsigot a geometriai igazsigot tartalmazé mondatok-
ban, s megdrizze a hazugsigot a hamis mondatokban.

Arra a kérdésre, hogy vajon a posztulitumok olyan igazsigok-e ame-
lyekrdl tudjuk, hogy igazsigok, vagy hogy Euklidesz nem adott ri vi-
laszt. Ha ez igy van, vajon ezek az igazsigok empirikusak-e vagy a priori
igazsagok? A XX. szizadig vagy igazsigot, vagy hazugsigot lehetett
mondani Euklidesz axiémdit hasznilva, harmadik vilasztis nem létezett.
A gondolkodSk tobbsége egyetértett azzal, hogy a geometria a priori
és nem empirikus ismeret. Platon is igy gondolkodott. Az 6 magitélése
mell6zi azt a lehetéséget, hogy a pontoktdl, egyenesekrdl, alakzatokrél
léteznek empirikus kimutatasok. Kant szerint Euklidesz posztulitumai és
teorémii univerzilisak és egyben sziikségesek, me:rt ehhez egyetlenegy
empirikus generalizicié sem juthat el. Kant szerint a geometriai ismeret
és minden alapvet6 geometriai torvény is szintetikus. Ha ez igy van,
akkor felvet6dik a kérdés, hogyan képes tudatunk ilyen geometriaia isme-
retekkel rendelkezni? A szintetikus ismeret egy harmadik, kilsé dologtdl
figg, nem a szavak puszta értelmezésétél. Logikus akkor, ha ismere-
tink szintetikus és a priori, akkor sziikséges egy kiilonds, mentélis be-
latds. Platon szerint a lélek geometriai ismerete mellett egy nagyon fontos
racionilis beldtés jut kifejezésre. Az & tedridjat ugy is jellemezhetjiik, mint
realisztikus teériat, mert allitdsa szerint a geometriai tarygaknak létezik
egy reilis képe tudatunkon kivil, noha érzékszetveinknek elérhetetle-
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nek. Kant tedridja viszont konceptualisztikus, mert a geometriai isme-
ret szerinte valddi, de csak a tudat keretén belil.

A harmadik fejezet a nem euklideszi geometridval foglalkozik. Azokkal
a tedridkkal, amelyek az euklideszi geometria utin keletkeztek, s bizo-
nyitdsaik az euklideszi geometria eredményeivel ellentétesek. Sok helyen,
Euklidesz bizonyitasai és kovetkeztetései a kimondott premisszikbol
nem a formilis logika alapjin kévetkeznek és mégis az olvasé ugy taldlja,
hogy a kovetkeztetés igen meggy6z6. Mindez azért van, mert Euklidesz
kényve olyan geometriai helyzetet ir le, amelyrél éppen szé van, olyan
képet, amely lehet&vé teszi az olvasénak, hogy megérezze, beldssa azt,
hogy Euklidesz kovetkeztetései helyesek. Ezért, modern felfogis szerint
egy deduktiv rendszert ugy kell felillitani, hogy azt teljesen objektiv
és absztrakt szempontbdl lehessen szemlélni, s igy elkeriilhet6vé viljon
Euklidesz hibdja. Nem az az elsddleges, hogy az axiémik és teorémik
igazak-e, hanem a kéztiik levd deduktiv és koles6nds kapesolat.

A negyedik fejezet a szimokrdl és azok szé szerinti filozéfidjardl szol.
Euklidesz axiomatikus rendszere megmaradt a modern matematikusok
mésfajta hozzallisa mellett is. Viszont a szdmok matematikdjiban, az
aritmetika, algebra, a differencidl- és integrilszamitis rendszerint ugy
jelentkezik, mint a szdmolis torvényeinek Osszessége, és nem mint a
térvények axiomatikus rendszere. A XX. szizad matematikdjinak f6
jellegzetessége viszont az, hogy mind siriibben talilkozunk axiomatikus
hozzailldssal a matematika tanulminyozdsiban. A legfontosabb ,fel-
fedezés” az a kapcsolat kimutatdsa volt, amely szerint az alapvet6 szim-
csoportokbdl fel lehet épiteni a tobbi levezetett, felsébb tipusd szim-
csoportokat. Tehat a2 matematikdnak az a része, amely az ,analizishez”
tartozik, egyes fogalmakkal valé kibévités esetén az elementdris mate-
matikdra vezethetd vissza. Az alaptérvényekbdl dedukcid éltal eljutunk
a felsébb tipusd szamok térvényéig. Ennek a redukcidnak filozdfiai
jelent8sége van, nemcsak azért, mert ez egy példija a matematikai gon-
dolkoddsnak, hanem azért, mert minden filozéfiai rejtély a természetes
szamok koré csoportosulhat.

A természetes szamok rendszere nem interpretdlt rendszer és absztrakt
logikus modszerekkel tanulmanyozhaté. Ez az allitdis azonban, nem
tilthatja meg azt a gondolkodast, amely a szimok természetére és létezé-
sére vonatkozik. A négyszogletes forma, a piros szin vagy mdsmilyen
univerzalis tulajdonsigok, absztrakt jellegzetességek Osszessége, valoja-
ban olyan dolgok, amelyek sem idSben, sem térben nem helyezhetSek
el. Hiromféle filozéfiai felelet létezik erre a kérdésre. A nominalistak
szerint nem létezik absztrakt tulajdonsigok Osszessége, amit a szamokkal
identifikdlhatnank. Arra a kérdésre, hogy mik a szamok, igy feleltek:
azok ideik szellemiinkben, ideik, amelyeket ugy értelmeziink, mint men-
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tilis képeket az egyes gondolkodé szellemében, amely egy meghatirozott
pillanatban jelentkezik, létezik egy ideig, majd megszinik. F6 hiinyos-
saga ennek a filozéfiai magyarizatnak az, hogy ha a szimok valéban
idedk lennének szellemiinkben, akkor annyi kilonféle szaim létezne, ahiny
ember. Ez az interpreticié nem hozott megfelel6 eredményt, mert ilyen
magyardzattal nem tudott minden axiémat és teorémat igaznak kimutatni.
A nominalistdk masik csoportja a szdmok fizikai jellegzetességeire ta-
maszkodik. Szerintiik a szimok nem misok, mint numerik. gy szimtalan
numera létezik az arinylag kis szimokndl, és egyiltalin nincs a végtelen
nagy szdmokndl. A konceptualistdk szerint a szellem olyan tulajdonsidgok-
kal rendelkezik, amellyel barmilyen szimot alkothat sajit akarata szerint,
teljesen szabadon. Kant volt az egyik legkiemelkedSbb konceptualista a
szamok matematikdjiban. Szerinte szdmok csakis akkor léteznek, ha szim-
lildssal el tudjuk Sket érni, a szamlilds pedig a szellem intuitiv adottsiga.
A realizmus mint harmadik filozéfiai hozzdillis a szimok megmagyari-
zdsiban, azt dllitja, hogy a szim absztrakt jellegének Osszessége szelle-
minktél fuggetlentil létezik és azokat nem szellemiink alkotta.

A matematikusnak nem kell kigondolnia az ogjektumokat, amelyekrdl
beszél, mert azok mar léteznek, és arra varnak, hogy felfedezzék &ket.
Ennek alapjin a mi tudomaisunk racionalis beldtdsunktdl figg, a logikai
torvények szigoru alkalmazdsatél.

Az otodik fejezet a nem konkrét szamfelfogisrdl beszél, a kiilonb6z6
médszerekr8l, probilkozdsokrdl az  ellentmonddsok  kikiiszobolésére,
tjabb filozoéfiai problémakrél a matematika keretén beliil, Gjabb sikeres
és sikertelen magyarizatokrdl.

A fordité és az utdszé irdja Alexandar Kron. A konyvtél adott 4ltala-
nos véleményét kib&viti sajit felfogdsival és véleményével az egyes témik-
kal kapcsolatban.

Stefan Barker konyve igen érdekes és egyediililld kérdéssel foglalko-
zik. A téma érdekessége mellett a matematika filozéfidja igen Osszekuszilt
és bonyolult kérdéseire egyszerlien és kimeritSen ad valaszt. Logikus
magyardzatai a matematikusokon és filozéfusokon kiviill masok szimira
is érdekesek lehetnek.
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